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Geometria Descritiva ê a ciência que tem por fim representar num plano 
as figuras do espaço de maneira tal que, nesse plano, se possam resolver todos os 
problemas relativos a essas figuras. Ela foi criada no fim do século XVIII pelo ma 
temático francês GASPAR MONGE. 


• Projeção ortogonal de um ponto 

A projeção ortogonal de um ponto 
é o pê da perpendicular baixada do ponto 
ao plano. Assim pois, na fig.l, Aé a pro 
jeção do ponto (A) sobre o plano a (alfa). 

Chama-se projetante de um ponto, a perpen 
dicular baixada deste ponto ao plano de 
projeção. Na fig.l ao lado, (A)A é a pro 
jetante do ponto (A). 

Obs.: Um ponto individualizado no espaço 
— ponto objetivo — é representado por 
uma letra maiúscula do alfabeto latino den 
tro de um parêntese e sua projeção pela 
mesma letra sem parênteses. 

DETERMINAÇÃO DO PONTO 

Para que um ponto fique bem determinado, podemos empregar dois métodos diferen 
tes : 

••• método dos planos cotados; 
método das projeções. 

No primeiro método, emprega - se apenas um plano de projeção e a cota 
do ponto. (Cota de um ponto é o comprimento da sua projetante). Nesse método, 
o plano de projeção é o plano horizontal tomado como plano de comparação e 
é chamado Plano Cotado porque nele se inscreve a cota do ponto (positiva 


Fig. 1 
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acima e negativa abaixo desse plano). Uma reta por exemplo, serâ representada pe 
la sua projeção horizontal e pelas cotas de dois dos seus pontos. Assim, a reta 
(A)(B) da fig.2 seria representada pela pro 
jeção horizontal AB e as cotas dos dois 
pontos, significando, no caso, que o ponto 

(A) possui cota igual a duas unidades e o ^ 

ponto (B) igual a três unidades. 


Quanto ao segundo método, para que um 
ponto fique bem determinado, uma só pro 
jeção não é suficiente, porque, confor 
me vemos na fig. 3, o ponto A é a proje 
ção no plano (a), de qualquer ponto da 


Fig.2 


perpendicular ilimitada A (delta). 

Então para que um ponto fique bem deter 
minado, emprega-se o método da dupla pro 
jeção, de Monge, que veremos pouco mais 
adiante, depois de es tu da rm os as pro 
jeções. 

NOTA : O método das projeções ê o que 
seguiremos no presente estudo 

# Classificação das projeções 



Suponhamos (fig.3A) um ponto (A) no espaço, um plano qualquer (a)e um obser 
vador em (O). Se fizermos passar por (A) um raio visual partindo de (O) até encon 
trar o plano (a), vemos que A será a projeção de (A) sobre o plano de projeção 
(a) , e a reta (0)(A)A será a projetante. O ponto (O) será o centro de projeção 
e esse sistema chama-se Cónico ou Perspectivo (alguns autores chamam de Projeção 
Central). 




Fig. 3a 


Fig. 3 b 
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Se considerarmos agora o ponto (O) lançado ao infinito, conservando-se o mesmo 
ponto (A) e o plano (a), a projetante será paralela à uma direção A (delta) e 
o sistema de projeção chama-se Cilíndrico ou Paralelo. Neste caso, — o 
centro de projeção lançado ao infinito, — este ponto diz-se impróprio. As figuras 
3C e 3D esclarecem melhor ao considerarmos uma reta (A)(B) projetada no plano 
(a) quando o centro de projeção está a uma distancia finita ou não do plano, fi¬ 
cando assim bem caracterizadas as projeções cónicas ou cilíndricas respectivamente. 



Fíg.3c 



Fíg. 3 D 


Ainda no caso das projeções cilíndricas, elas podem ser obliquas ou ortogonais con¬ 
forme a direção de A seja ou não perpendicular ao plano de projeção. A fig.3E nos 
mostra uma projeção cilíndrica ortogonal. 



Fig-3E 
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• Estudo do ponto 


Já conhecidas as diferentes projeções, 
todo da dupla projeção de MONGE, 



Fig. 4 


podemos então dizer em que consiste o mé- 
para determinação de um ponto (A). Consiste 
em determinar duas projeções ortogonais 
sobre dois planos perpendiculares, um ho 
rizontal representado por (tt) e outro 
vertical(7T 1 )que se interceptam segundo 
uma linha chamada linha de terra. 
(Fig. 4). Por convenção, o ponto (0),cen 
tro de projeção, considera-se situado na 
frente do plano vertical e acima do pia 
no horizontal, e a uma distancia infini 
ta deles. 

Sobre cada plano, a 'projeção do ponto 
(A) é o pé da perpendicular baixada do 
ponto sobre o plano. O ponto (A) fica 
bem determinado pelas interseções (A) A 
e (A) A 1 . 


A projeção no plano horizontal Ctt ) <Je 
um ponto (A) é, também por convenção, 
designada pela mesma letra maiuscula A, sem parênteses e no plano vertical (tt 1 ) 
ainda pela mesma letra com o sinal pouco acima e a direita de uma pequena linha 
(A 1 ) que se lê "A linha" . 


Os planos de projeção, perpendiculares entre 
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ÉPURA 

Para que se possam representar no plano as 
figuras do espaço, faz-se o rebatimento 
do plano vertical sobre o horizontal ( no 
sentido contrário aos ponteiros do relógio), 
que consiste em fazê-lo girar de 90° em 
torno da linha de terra (fig.6), de modo 
que o(ffg)venha a ficar em coincidência 
com o(ttj> )e consequentemente o(7i^)tam 
bém em coincidência com o 

Depois do rebatimento, temos a épura 
(fig. 7) onde a linha de terra é representa 
da por uma linha horizontal tt tf ( Na 
prática é dispensado o uso dessas letras 
gregas colocando-se apenas dois pequeni¬ 
nos traços horizontais abaixo das suas ex 
trem idades). 

Então ÉPURA é a representação de uma 
figura do espaço pelas suas projeções, es 
tando o plano vertical rebatido sobre o ho 
rizontal. 

Obs.: Como na fig. 7, após o rebatimen 
to, os planos ( ^ g ) e (tt^ )(vertical supe 
rior e horizontal posterior), se situam aci 
ma da linha de terra e os planos ( tt | ) e 
( 71 (vertical inferior e horizontal ante¬ 
rior) abaixo dessa linha, conclur-se que 
todas as projeções naqueles planos se si 
tuam nas mesmas posições com relação à 
linha de terra. 

COTA E AFASTAMENTO 



(*s) (iTfiJ 

iirp (ir A ) 

Fig. 7 


Chama-se Cota de um ponto a distância desse ponto ao plano horizontal de 
projeção e Afastamento a distancia do ponto ao plano vertical de projeção. 
Assim, na fig.4, (A)A é a cota do ponto (A) e (A)A 1 o afastamento desse mesmo 
ponto. 

Chama-se linha de projeção ou linha de* chamada a toda linha perpendicular à l_i 
nha de terra, que une as projeções de um mesmo ponto. Assim, a linha A'A da 
'9* 8 que une as projeções do ponto (A), é uma linha de projeção (ou de chama- 
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(vHw 1 ) 


A 


Fig.8 


Obs.: A linha de terra, sendo a in 
terseçáo dos pianost 71 ) e (n 1 ), é repre 
sentada por estas duas letras do alfabeto 
grego mas pode-se dispensar a sua coloca 
ção sobre ela. 


• Posições do ponto 


Em relaçdo aos planos de projeção, o ponto pode ocupar nove posições diferentes, 
a saber: 

19 posição : O ponto está no 1? diedro (fig. 9). 

Depois do rebatimento, o(7T^)ficará em coincidência com o(^p)e a projeção ver 
tical A' acompanhará o plano ( 71 o ) no seu deslocamento e cairá em A^ 1 de tal mo 
do que A^A^ = A‘A q . Temos na fig. 10 a épura correspondente onde verificamos 




6 A 

Fig. 10 


que as projeções são separadas pela linha de terra estando a projeção vertical A' 
acima e a horizontal A abaixo da referida linha. Na épura, não há necessidade 
de representar o símbolo A que se observa na fig. 9 e também a projeção verti¬ 
cal rebatida A!j é apenas representada por A'. 
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29 posição: O ponto está no 29 diedro (fig. 11). 



B 

B* 


Fig. 12 


Depois do rebatimento, a projeção B' vem colocar-se no ( tt ), sobre BB^ ( ou seu 
prolongamento) conforme a cota seja menor ou maior que o afastamento. Na épura 
(fig. 12) ambas as projeções estão acima da linha de terra. E indiferente B estar 
acima ou abaixo de B' ; o que caracteriza o ponto no 29 diedro é possuir ambas 
as projeções acima da linha de terra. 

39 posição: O ponto está no 39 diedro (fig. 13). 



c 


c 


I 


Fig.14 
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Operando-se o rebatimento, ao mesmo tempo que o vertical superior,( tt * ) vem se 
colocar em coincidência com o horizontal posteriori tt )o vertical infenor(TT ! ) 
coincidirá com o horizontal anterior (tt^). Então a projeção vertical O irá cair 
em C'j no prolongamento de CC^ • A épura (fig. 14) é caracterizada por estar a 
projeção horizontal C acima da linha de terra e a vertical C abaixo dessa linha. 
(É o inverso da épura do ponto no 1? diedro). 

49 posição: O ponto está no 4? diedro (fig. 15). 

Depois do rebatimento, a projeção vertical D' cairá em D}, sobre DD (ou seu pro 
longamento). Ambas as projeções abaixo da linha de terra (fig. 16) caracterizam 



a épura do ponto nesse diedro. Verifica-se que a épura de um ponto no 4? diedro 
é o inverso da épura no 2? diedro. 

5? posição: O ponto está noCTT^X^g* 17). 

Estando o ponto (E) no plano vertical superior( tt ^ )o seu afastamento será nulo; en 
tão a projeção vertical E' coincide com o próprio ponto (E) e a projeção horizon¬ 
tal E estará sobre a linha de terra. Depois do rebatimento, a projeção E' cairá 
em Ej sobre o (^p). Na épura (fig. 18) a projeção vertical E' está acimá da linha 
de terra e a horizontal E sobre essa linha. 


(vide figs. 17 e 18 na pág. seguinte) 
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E * 


Ff* 17 


Fig.18 


69 posição: O ponto está no(7i|)(fig. 19). 

Como no caso anterior, é nulo o afastamentô do ponto. Sua projeção vertical F* 
coincide com o próprio ponto (F) e sua projeção horizontal F estará sobre a linha 



F 


n(F) 


Fíg.20 


de terra, 
(fig. 20) 
ce sobre 


Após o rebatimento, a projeção F 1 cairá em F^ sobre o (Tr^)e na épura 
a projeção vertical está abaixo da linha de terra e a horizontal permane 
essa linha. 
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79 posição: O ponto está no(TT^)(fig. 21). 

Estando o ponto no horizontal anterior sua cota será nula; então sua proje 

ção horizontal G coincide com o próprio ponto (G) ou (G) 2 G . A projeção ver 
tical G' estará sobre a linha de terra. Com o rebatimento nada se altera e na épu 
ra (fig. 22) a projeção horizontal G está abaixo da linha de terra e a vertical G~ 
sobre essa linha. 



89 posição: O ponto está no( 7 ip)(fig. 23). 

Como no caso anterior, é nula a cota do ponto. Também nada se altera com o re 
batimento e na épura (fig. 24) a projeção horizontal J está acima da linha de ter 
ra e a vertical J' sobre essa linha. 


99 posição: O ponto está na linha de terra (fig. 25). 

Nessa posição o ponto não terá nem cota nem afastamento. Nada se altera com o 
rebatimento já que a linha de terra é fixa. A épura de ponto nessa posição é a da 
fig. 26. 


(vide figuras 23, 24, 25 e 26 na página seguinte) 
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j' ‘ 
Fig. 24 


Fig. 25 


Fig. 26 
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• Recapitulação 

Pelo que foi exposto, dada a épura de um ponto, é fácil determinar a sua posição. 

••• Quando o ponto não tem nenhuma de suas projeçães sobre a linha de ter 
ra, elç estará no espaço, da seguinte maneira: se as projeçães são separa 
das pela linha de terra, ele estará em um dos diedros ímpares (1? diedrõ 
quando a projeção vertical estiver acima e a horizontal abaixo da linha 
de terra; no 39 diedro no caso inverso); 

Quando as projeçães estiverem de um mesmo lado da linha de terra,o pon 
to estará em um dos diedros pares (2? diedro quando ambas as projeçães ei 
tiverem acima daquela linha e 4? diedro no caso inverso); 

••• Quando uma das projeçães estiver sobre a linha de terra, o ponto estará 
situado em um dos semíplanos de nome contrário à projeção que estiver 
sobre aquela linha. Assim,por exemplo, se um ponto possuir sua projeção 
horizontal sobre a linha de terra, ele estará situado no plano vertical 
)ouU r }sendo a outra projeção (vertical) que localizará o ponto. Se 
for a pro,eção vertical sobre a linha de terra, ele estará no plano hori¬ 
zontal U A )ou(.7r p )e a outra projeção (horizontal) é que determinará a 
posição do ponto. 

Seja como exemplo determinar as posições dos pontos (A), (B), (C), (D), (E) (F) ÍGi 

dados por suas projeções na épura da fig. 27. '' 



Fig. 27 


DESCRITIVA I 


13 


Procedendo como foi explicado, teremos: 


— ponto (A) 

— ponto (B) 

— ponto (C) 

— ponto (D) 

— ponto (E) 

— ponto (F) 

— ponto (G) 


semiplano vertical inferior ( tt ’ ) 

39 diedro 
19 diedro 

semiplano vertical superior (tt^) 
semiplano horizontal posterior (tt ) 

49 diedrc P 

29 diedro (na posição especial de possuir cota igual a afastamento 
e que veremos pouco mais adiante. 


• Coordenadas 


A cota e o afastamento de um ponto constituem as suas coordenadas. Na prática 
o ponto necessita de mais outra coordenada a abscissa —— que não influi no sua 
posição, sendo tomada sobre a linha de terra a partir de um ponto 0 (zero) conside 
rado origem e arbitrariamente marcado sobre aquela linha; quando positiva, é mar 
cada para a direita e quando negativa, para a esquerda da origem. Também a cõ 
ta e o afastamento podem ser positivos ou negativos. 
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Seja a fig. 28 e sua respectiva épura na fig. 29. A figura (A)A'A 0 A é um quadri 
látero (quadrado ou retângulo) e, em qualquer das hipóteses tem-se que (A)A=A'A~ 
Mas como no rebatimento A' coincide com A',,resulta que A Q Aj também representa 
a cota e está na épura representada pelo segmento A Q A' acima da linha de terra. 
A cota é positiva quando acima do plano horizontal (tt) , portanto no 1? ou 29 
diedro. Será negativa quando abaixo desse plano , ou seja no 39 ou 49 diedros. 
O afastamento (A)A‘ é positivo quando, observando a fig.'28 de frente, estiver à 
direita do plano vertical (u * ), isto é, no 19 ou 49 diedros^sendo negativo no ca 
so contrário, ou seja, à esquerda do plano(ir ’ )(29 ou 39 diedros). 


Tem-se então: 


No espaço 


Cota positiva: 1? e 2? diedros 
Cota negativa: 39 e 49 diedros 
Afastamento positivo: 19 e 49 diedros 
Afastamento negativo: 29 e 39 diedros 


Em épura 


Cota positiva: acima da linha de terra 
Cota negativa : abaixo da linha de terra 
Afastamento positivo: abaixo da linha de terra 
Afastamento negativo: acima da linha de terra 


As coordenadas são pois: abscissa (x), afastamento (y) e cota 


(z) , nessa ordem. 



a Fig- 30 


Seja como exemplo dar a épura do pon 
to (A) [j ; 2; lj (fig. 30). ( A unidade 
é o centímetro). A origem O é tomada 
arbitrariamente em qualquer lugarda linha 
de terra; a abscissa igual a 1, como é 
positiva é marcada à direita dessa origem. 
O afastamento igual a 2, como é positivo 
é mqrcado para baixo da linha de terra e 
a cota igual a 1 , sendo positiva é marca 
da para cima da linha de terra. O ponto 
então está no 19 diedro, o que aliás a 
simples inspeção das coordenadas já nos 
indicava, porque cota e afastamento posi 
tivos significa ponto no 19 diedro. 
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Dadas as coordenadas de um ponto, é fá 
cil saber onde o mesmo está situado, usan 
do-se o seguinte processo: traçam-se dois 
eixos ortogonais XX* e YY* que represen 
tam: (fig* 31) 


XX 


X 


o 


X 


X 


r' 


Fig. 31 

Semi eixo OX*: Semi plano horizontal anterior (tt a ) 

Semi eixo OX : Semi plano horizontal posterior ( ti p ) 

Semi eixo OY : Semiplano vertical superior C 71 s ) 

Semi eixo OY*: Semiplano vertical inferior ( tt ^ ) 


X' 


As regiães determinadas por esses eixos são os diedros que já conhecemos. 

Seja; por exemplojO ponto (A) C2 ; - 1 ; 2] que desejamos saber onde está situado. 

Como a abscissa não influi na posição do ponto, começamos com o afastamento, o 
qual no exemplo dado é negativo (-1); como o afastamento negativo significa pon 
to % a esquerda do plano vertical(TT 1 ^marcam-se duas pequenas cruzes nas regiães a 
esquerda do eixo YY* que representa o plano vertical, isto é, uma cruz em cada 
diidro que pode estar contido o ponto e que são 29 ou 39. Verificando-se a cota 
que é positiva (2) ; ela será então tomada acima do eixo XX* que representa o pia 
no horizontal (tt ^^podendo ser horizontal anteriorC tt )ou posterior( tt ); marca-se 
então, também, uma cruz em cada região que pode estar contido o ponto de cota 
positiva, que são 19 ou 29 diedros; a região onde aparecer duas cruzes é o diedro 
em que o ponto dado está situado, que, no caso, é o 29 diedro. 


29 exemplo: (B) Q-l ; 3; -2~\ 

Da mesma forma que anteriormente, 
(fig. 32) tem-se ponto no 4? diedro. 




X 


X' 


X 


XX 


Y' 

Fig. 32 


X 
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Y 

Jf 

X 

o 

;r 

Y' 

Fig.33 


• Ponto no plano bissetor 

Plano bissetor é o plano que 
divide o diedro em duas re¬ 
giões iguais (fig. 34). 

Só existem dois planos bisseto 
res: o 1? bissetor cortando os 
diedros impares (19 e 39) e o 
29 bissetor cortando os diedros 
pares (29 e 49). 

O 19 bissetor é representado 
pela letra do alfabeto grego 
( B) (beta) e com os números 
1 e 3 ou a letra I pouco aba| 
xo. ^i 3 ou 6 p ). O 29 
bissetor analogamente é repre 
sentado por ( B 2 4 ou B p ) 

O ponto quando está situado 
no plano bissetor tem afasta 
mento e cota iguais (ver pon 
to (G) da fig. 27). 


39 exemplo: (C) Ql ; 0 2^ 

Afastamento sendo nulo, o ponto se situa 
no eixo YY*, isto é, plano vertical (fig. 
33). Então uma cruz no semi-eixo OY e 
outra no semi eixo OY 1 . A cota positiva 
(2) significa ponto acima do plano hori 
zontal ou seja no eixo OY. Entõo o pon 
to (C) está no semi £ lano vertical supe 
rior(iTg). 

Obs.: Em todos os casos acima apontados 
como exemplos, se recorrermos à épura 
teremos confirmadas as posições pela situa 
çõo das projeções em relação à linha de 
terra. 
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0 Simetria de pontos 

(A) e (B) são simétricos em relação a um plano (a) , quando este pia 
Dol s por I { ) se g m ento formado pelos dois pontos, isto é, quando o plano 

é perpendicular ao segmento formado por 

esses dois pontos e contendo o seu ponto 
médio, (fig- 35), onde o segmento (A)(M) 
é igual ao segmento (M)(B). 

Vamos aqui considerar a simetria de 
ponto em relação: 

1?) aos planos de projeção; 

29) aos planos bissetores; 

39) à linha de terra. 


um 



1?) PONTOS SIMÉTRICOS EM RELAÇÃO AOS PLANOS DE PROJEÇÃO 

Diz-se que um ponto (B) é simétrico a um ponto (A) em relação ao plano horizon 
tal de projeção (n)(fig. 36) quando possui a mesma abscissa, o mesmo afastamento 
em grandeza e sentido e a cota da mesma grandeza porém de sentido contrário, co 



Fig. 3 6 


Fig. 37 
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PRÍNCIPE 


mo nos mostra a épura dg fig. 37, onde os afastamentos dos pontos (A) e (B) sdo 
iguais e ambos positivos (mesmo sentido) e cotas iguais de sentido contrário, pois a 
cota de (A) é positiva porque o ponto está acima do plano (tt) e do ponto (B) é 
negativa porque o ponto está abaixo de (tt) . 

Diz-se que um ponto (D) é simétrico a um ponto (C) em relação ao plano vertical 
de projeção (ti T )(fig. 38) quando possui a mesma abscissa, a mesma cota em gran 
deza e sentido e o afastamento da mesma grandeza porém de sentido contrário. 


D 


C'2 0 ' 


C 


Fig 39 

A épura (fig. 39) se caracteriza por possuírem os pontos projeções verticais coi 
cidentes O 5 D* e projeções horizontais C e D simétricas em relação à linha d 
terra. 

2?) PONTOS SIMÉTRICOS EM RELAÇÃO AOS PIANOS BISSETORES 

Seja na fig. 40 o ponto (A) e a reta que representa o 1? bissetor ( 3 -j- ). Verifi ca¬ 
se que a figura (A)A‘MA é um retângulo igual ao formado por (B)B‘MB, e, como 
(A) e (B) são simétricos (portanto mesma abscissa), a cota de um dos pontos é igual 
ao afastamento do outro e vice-versa. 

A épura (fig. 41) se caracteriza por abscissas iguais; afastamento e cota de um dos 
pontos iguais respectivamerfte a cota e afastamento do outro, isto é, as projeções 
de nomes contrários simétricas em relação a linha de terra. 



Fig. 38 


(vide figuras 40 e 41 na página seguinte) 


C I Q) 
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(*) 


Fig. 40 


i A' 

B' 

A 

B 

Fig. 41 


Seja na fig. 42, o ponto (A) e a reta que representa o 2? bissetor ( B ). 



ÁiB 
B 'I A 


Fig. 43 


Por razões análogas ao caso anterior, verifica-se que as abscissas são iguais e que 
a cota de um é simétrica ao afastamento do outro è reciprocamente. A épura (fig. 
43) se caracteriza por abscissas iguais e cota de (A) igual ao afastamento de (B) e 
cota de (B) igual ao afastamento de (A). Portanto, as projeções de nomes contrá- 
rios são coincidentes. 
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PRÍNCIPE 


39) PONTOS SIMÉTRICOS EM RELAÇÃO À LINHA DE TERRA 

Seja a fíg. 44 onde a linha de terra 7j7T f é a mediatriz do segmento (A)(B). Então 
são iguais os retângulos que se observam na figura e os pontos simétricos em rela 
ção à linha de terra possuem abscissas iguais e cotas e afastamentos simétricos. Ã 
épura (fig. 45) é caracterizada pelas projeções de mesmo nome dos dois pontos (A) 
e (B), simétricas em relação à linha de terra. 



a! 

B 


A 

B' 


Fig. 44 


Fig.45 


Obs.: A simetria em relação à linha de terra 7T.7T f e o produto das simetrias em re 
lação aos planos (ir ) horizontal e( ti ’)vertical e assim, para se obter o simétrico 
de um ponto dado em relação à linha de terra, pode-se efetuar a simetria em rela 


ção a um dos planos de projeção e a sé 
guir a simetria desse último em relação ao 
outro plano. Assim, na fig. 46, determina- 
se o ponto (C) simétrico de (A) em rela¬ 
ção a (7T) e depois o ponto (B) simétrico 
de (C) em relação a (n ’)ou o ponto (D) 
em relação a(TT r )e depois o ponto (B) 
em relação a (tt), . 



A seguir a parte prática do Capftulo I com numerosos exercícios. 


descritiva 


Exercícios referentes ao capítulo I 


1 * 


Dar a épura 


de um ponto situado no 1? diedro: ^ 

19 ) mais perto do plano (tt) que do plano (tt ) 
2?) mais perto deO ' ) que de (") . 


SOLUÇÃO: (fig- 47) 


jO item: Se 
tar Irials pe 


: o ponto tem que es 
!rto de ( tt ) t e r cl 


2Ç item: Ê o inverso do item 
f^t^ür (j > y> e o ponto (B) 
é a solução. 


9 b' 


< 

A 1 


< 

1 M 

B 


*4 


\ 


2% Dar a épura dos pontos: 


Fig. 47 

(A) [-1; -2; -1] 

(B) [0; 1,5; -2] 

(C) [1,51; 1,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 48) 

0 ponto (A) esta no ZQ diedro; 
o ponto (B) no 49 diedro e o 
ponto (C) no 19 diedro. 


A 


o 



6 C 


Fig. 48 
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3 • Dar a épura dos pontos : (A) [ 0 ; 0 ; 2 ] 

(B) [ -1 ; 2 ; 0 ] 

(C) [ 2 ; 1 ; 0 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 49) 

O ponto (A) está no semiplano 
vertical superior (7r s ); sua pro¬ 
jeção vertical A coincide com 
o próprio ponto (A) e por isso 
se escreve A=(A). Da mesma 
forma o ponto (B) está no hori 
zontal anterior (7t a ) e sua pro¬ 
jeção • horizontal B coincide com 
(B) e portanto B = (B). O pon¬ 
to (C) esta no horizontal pos¬ 
terior (7T p) e portanto C=(C) 
por estar sua projeção horizon¬ 
tal C em coincidência com o pró¬ 
prio ponto (C). 


? a'=(A) 



B^(B) 

Fig. 49 


4 • Dar a épura dos pontos : (A) [ -1 ; 2 ; 0 ] (C) [ 0 ; 1,5 

(B) [ -3 ; 0 ; 0 ] (D) [ 2 ; -1 ; 


SOLUÇÃO: (fig. 50) 

(A) -- 

(B) -- 

(Q -- 

(D) -- 


(tt a ) 

(7T7T ) 

( TTp ) 

2.° diedro 
e bissetor 


B = B =(B) A 


C = {C> 


A^(A) 


PRÍNCIPE 


= {C) 


; 0 ] 
1 ] 


,d=d' 


Fig. 50 
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Dar a épura dos pontos (A), (B), (C), (D) e (E) situados: (A) noCO; (B) 
5 * no 4? diedro e mais perto de (w') do que (tt) ; (O em tt tt ; (D) noO g )e 

. (E) no(ir p )- 



6 • Dar a épura de um ponto (A) no 2? diedro com a cota igual a 1/3, do afas 
tamento. 


SOLUÇÃO, (fig. 52) 


A 


K 


Fig. 52 
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7 • Traçar a épura dos pontos (A) e (B) situados respectivamente no 1? e 2? bis 
setores, sabendo-se que: (A) [-2; 1,5; ?3 e W C ^ 


SOtíUÇÃO: (fig. 53) 

Do ponto (A) não se conhece a^co 
ta. Implicitamente , porem } ela ê da 
da porque se disse que o ponto es 
tã no 19 bissetor. Mas, 19 bisse 
tor pode ser 19 ou 39 diedro ^ po 
rém como o afastamento dado é po 
sitivo não pode ser 39 diedro^. I 
gual raciocinio para a solução do 
ponto (B), porque^ se a cota e po 
sitivu e ele esta no bissetor^paç 
so pode ser 29 diedro , porque no 
49 diedro a cota nao seria posi 
tiva. Marca-se então B = B*. 


Á 


B = B' 


o 


U 

Ffg.53 


8 • São dados os pontos (A) ]0; 1 ; 2] e (B) £ 3; -3; 1,5]. Pedem-se as pro 
jeçães de um ponto : 

19) simétrico a (A) em relação ao plano (tt) 

29) simétrico a (B) em relação ao plano (tt * ) 


SOLUÇÃO: (fig. 54) 

Pelo que foi exposto no 
estudo anterior sobre 
simetria de pontos,tem- 
se : 


19) 

ponto 

(C) 

no 49 

diedro 

29) 

ponto 

(D) 

no 19 

diedro 



> A 

B'i C 

- O 


— 


A-C 


( 

c' 



A0 


Fig. 54 
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9 • 


São dados os pontos (A) £l;l;l,5] 
jeçães de um ponto : 

19) simétrico a 
29) simétrico a 


e (B) [] 3 ; -1 ; 2] . Pedem-se as pro 

(A) em relação ao(6^) 

(B) em relação ao (g ) 


SOLUÇÃO: (fig. 55) 
19) ponto (C) 

29) ponto (D) 


O 


.B5D 

BzD' 


A 

1 C 



Fig.55 


10 • Determinar as coordenadas de um ponto (B) simétrico a (A) ]l ; 0; -2] em 
relação a ( tt ) . 


SOLUÇÃO: (fig. 56) 

0 ponto dado esta no ( tt _!); logo, o 
ponto (B) solução está no ( ttcj ) e 
suas coordenadas são (B) \1 ; 0 ; 2 ] 
pois como jã foi estudado, somente 
a cota troca de sentido, isto e,de 
negativa passa para positiva . 


o B'z(B) 


o 


ABB 


n A':(a) 


Fig. 56 
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11 • Determinar as coordenadas de um ponto (J) simétrico a (M) [^0; 2; 3^] emre 
lação ao ( g ) . 


M ' 


SOLUÇÃO: (fig. 57) 

0 ponto (M) dado, esta no 19 diedro. 
0 ponto (tJ) solução, permanece no mes 
mo diedro mas, como jd vimos, com pro 
jeçães de nomes contrários simétri¬ 
cas em relação a tttt 1 . 

As coordenadas são: (J) [O ; 3 ; 2“] 


J' 



M 


Fíg.57 


12 • Preencha as lacunas: 

1) Chama-se cota de um ponto. 

2) Linha de projeção ou de chamada é a linha . 

que une . 

3) Em relação aos planos de projeção um ponto pode ocupar. posições 

diferentes. 

4) O diedro em que um ponto tem cota e afastamento negativos é o. 

5) Em épura, cota negativa é marcada . da linha de terra. 

6) Um ponto situado no. tem cota e afastamento 

iguais. 
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Dois pontos são simétricos em relação a um plano quando 


A simetria de dois pontos em relação à linha de terra é o produto das 


: A solução desse exercício está no fim do capitulo (após o exercício 15). 


13 • Determinar as coordenadas de um ponto (A) simétrico a 
lação a tt tt 1 . 


(B) D ; 2; 3] 


em re 



SOLUÇÃO: (fig. 58) 

Como as projeções de mesmo nome 
do ponto solução serão simétri¬ 
cas em relação a tt tt ' resulta: 

(A) [2 ; -2 ; -3] 


A 


o 


B 


lA' 

Fig. 58 
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14 «O ponto (A) é simétrico de (B) em relação ao (3^); (B) é simétrico de (C) 
em relação a(n')e (C) é simétrico de (D) QO; 3; 1,5] em relação a(. 
Pede-se determinar as coordenadas de (A). 


SOLUÇÃO: (fig . 59) 

0 ponto (D) esta no 19 diedro; seu 
simétrico (C) em relação a(^ 1 \)passa 
então para o 49 diedro; o ponto (B) 
simétrico a (C) em relação a (tt 1 ) 
passa para o 39 diedro e finalmen¬ 
te o ponto (A)cujas coordenadas se 
pedem e e simétrico a (B) em rela¬ 
ção ao bissetor vmpar>permanece no 
39 diedro com as coordenadas. 

(A) [[O ; -1,5 ; -3] 


B 

d's a 

o 


c's B' 

DiCiA' 

Fíg 59 


15 «Grife o C ou E conforme a proposição esteja certa ou errada respectivamen 
te. 


1 

A Geometria Descritiva foi criada por GASPAR MONGE 
no Século XVII. 

C 

E 

2 

No método dos Planos Cotados é empregado apenas um 
plano. 

c 

E 

3 

Para se obter a épura , o rebatimento do plano vertical 
sobre o horizontal é feito no sentido contrário dos pon¬ 
teiros do relógio. 

c 

E 

4 

O afastamento de um ponto é positivo quando está aci¬ 
ma do plano horizontal e negativo quando está abaixo. 

c 

E 
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5 

Um ponfo terá cota tanto menor quanto mais próximo es¬ 
tiver do plano horizontal de projeção. 

c 

E 

ó 

Um ponto no 2? diedro possui as coordenadas negativas. 

C 

E 

7 

Um ponto situado no(7i 1 )possui cota nula. 

c 

E 

8 

Quando a projeção horizontal de um ponto está sobre a 
linha de terra, o ponto objetivo está no plano vertical. 

c 

E 

9 

Existem tantos planos bissetores quantos são os diedros 
formados pelos planos de projeção. 

c 

E 

10 

Quando dois pontos sãp simétricos em relação a um pla¬ 
no, este, contém o ponto médio do segmento formado pe¬ 
los dois pontos. 

c 

E 


\ 

SOLUÇÃO: Após a solução do Exercício 12. 


SOLUÇÃO AO EXERCÍCIO 12: 

pj a distância desse ponto ao plano horizontal de projeção; 
perpendicular ã linha de terra que une as duas projeções de 
um mesmo ponto; 

6 > nove; 

4) 3Ç; 

abaixo; 

Plano bissetor; 

® s *e plano é o mediador do segmento formado pelos dois pon 
8 ) . ■* 

Sz metrias em relação aos dois planos (fj-) ô(tt 1 ). 
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SOLUÇÃO AO EXERCÍCIO 15: 


Perguntas 

Re8po8 tas 

1 

E 

2 

C 

3 

C 

4 

E 

5 

C 

6 

E 

7 

E 

8 

C 

9 

E 

10 

C 



Estudo da reta 
Pertinência de ponto e reta 
Posições da reta 
Traços de retas 

Posições relativas de duas retas 

Retas concorrentes 

Retas paralelas 

Retas de perfil 

Traços de reta de perfil 

Pertinência de ponto e reta de perfil 

Retas de perfil paralelas ou concorrentes 

Exercidos 


• Estudo da reta 

A projeção de uma reta sobre um plano é o lugar das projeções de todos os seus 
pontos sobre esse plano. 

\ 

Seja na figura 60 a reta (A)(B) e o plano (tt) . Baixando de todos os pontos da 
reta perpendiculares ao plano, os pés dessas perpendiculares dão lugar b projeção 
ortogonal da reta. Essas perpendiculares formam um plano (a) perpendicular ao pia 
no (tt) e que é o plano projetante da reta. 



UU I c 


ta (AU." P er pendiculares estão na interseção dos dois planos e a projeção 
ê portanto essa interseção. 

P |eção de uma reta sobre um plano só deixa de ser uma reta, quando ela lhe 
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for perpendicular, pois nesse caso a projeção será um ponto, como se vê na 
fig. 61. Nesse caso a projeção da reta se reduz a um ponto porque as projetantes 
de todos os seus pontos se confundem com a própria reta. 

Quando uma reta for paralela a um plano (fig. 62) a sua projeção sobre esse p| a 
no é igual e paralela ò própria reta. Seja a reta (A)(B) paralela ao planoCir) C G 
ja projeção nesse plano é a reta AB. As duas retas (A)(B) e AB formam com asprõ 




Fig 61 


Fig 62 


jetantes (A)A e (B)B um paralelogramo no qual (A)(B) = AB. Diz-se então que a 
reta se projeta em verdadeira grandeza (V.G.). 

Quando uma reta for oblíqua a um plano (fig. 63) a projeção é menor que a reta 
do espaço porque esta forma com sua projeção e as projetantes um trapézio retân 
guio em que a projeção no plano 
sendo perpendicular bs bases é me 
nor que a reta do espaço. 

O comprimento da projeção de uma 
reta sobre um plano varia com a 
inclinação dela sobre o plano. Ela 
passa por todos os valores, de zero 
(caso do ponto quando a reta é per 
pendicular ao plano) até o limite 
máximo igual ao comprimento da re 
ta (caso da reta paralela ao plano). 

Seja na fig. 64 a reta (A)(B) per¬ 
pendicular ao plano (tt) . Suponha 
mos que a reta girando em torno de 
(A) ocupe as posições (A)(Bj), .... 

(A)(B 2 ), (A)(B 3 ), etc., cujas proje 
ções no plano (tt) serão respectiva 
mente AB, AB ] , AB 2 , AB,., etc. 


(B) 



Fig. 63 
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Verifica-se que sua projeção nd posição inicial era o ponto A = B (A coinciden¬ 
te com B) e que essa projeção torna-se AB^ quando o ponto (B) atinge a posição 
(B^) e vai crescendo gradativamente a proporção que a reta vai diminuindo a .sua 
inclinação sobre o plano. Quando a reta atinge a posição (A)(B^) paralela ao pia 
no, a sua projeção torna-se AB^. Por conseguinte, a projeção de uma reta sobre 
um plano é tanto maior quanto menor for sua inclinação sobre ele. 


DETERMINAÇÃO DE UMA RETA 

De um modo geral, a posição de uma reta no espaço fica bem determinada quan 
do são conhecidas as projeções dessa reta sobre dois planos ortogonais. 


Sejam na fig. 65 os dois planos (tt) e (tt 1 ) perpendiculares e AB e A'B' respectiva 
mente as projeções da reta (A)(B) cuja posição queremos determinar. Por AB faz-se 
passar um plano perpendicular ao plano^TT^o mesmo acontecendo com A'B‘ em rela 
Çao a tt ). Cada um dos planos, que são os planos projetantes da reta nos res 
pectívos planos de projeção, deve conter a reta do espaço, que será então a inter 
seçao^ desses dois planos projetantes. E como esses planos se cortam segundo (A)(B), 
9 ue e a única que tem AB e A'B' como projeções, ela fica bem determinada. 

se designar a reta cujas projeções são AB e A'B' escreve-se: reta (A)(B) (fig. 
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PRINCIPe 




Fig. 65 Fig. 66 


Obs.: Uma reta pode também ser designada por letras minúsculas que representam 
suas projeções, ou por uma letra minúscula entre parênteses, como a reta r, r' ou 
reta (r). 


• Pertinência de ponto e reta 

Já sabemos que três pontos em linha 
reta projetam-se em geral, segundo 
três pontos também em linha reta. 
(Exceto quando os pontos estão na 
mesma perpendicular ao plano, pois 
nesse caso a projeção da reta se re 
duz a um ponto, como já vimos). 

Verifica-se então (fig. 67) que,se o 
ponto (C) pertence b reta (A)(B), 
a projeção C pertence ò projeção 
AB. 



Surge então a: 


Fig. 67 
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GERAL 


ponto pertence a uma reta, quando as projeções desse ponto estão so 
hT ® projeções de mesmo nome da reta, isto é, a projeção horizontal do 
. so [, re a projeção horizontal da reta e projeção vertical também sobre a 

projeção vertical da reta. 


f'a 68 temos a êpura de vários pontos que pertencem ãs retas corresponden- 
N ° ist ó é/ponto A'A pertencendo á reta r'r ; ponto B'B pertencendo á reta t't e 
f-málmente ponto C'C pertencendo ò reta (E)(F) dada pelas projeções E'F' e EF. 



Flg.68 


Obs.: Essa regra de ponto pertencer b reta sofre exceção quando se trata de reta 
de perfil, como veremos mais adiante (figuras 123 a 126). 


• RosíçOm da rata 

Em relação aos planos de projeção, a reta pode ocupar várias posições, posições es 
S ^ Ue determinam nomes e propriedades'particulares. 

Vejamos cada uma delas de per si : 

I) RETA QUALQUER 

po, feta oblíqua aos dois planos de projeção (fig. 69). Sua épura ê caracterizada 
P^suir ambas as projeções obliquas b linha de terra (fig. 70) 
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F.g-70 


II) Retas segundo o paralelismo em relação aos planos de projeção. 

RETA HORIZONTAL (OU DE NÍVEL) 

E a reta paralela ao plano horizontal (ir)e obliqua ao vertical (tt 1 ) . Sua épura 
é caracterizada por possuir a projeção vertical paralela à linha de terra e a proje 
ção horizontal obliqua a essa mesma linha (fig. 71 e 72). A projeção horizontal re 
presente a verdadeira grandeza. 

RETA FRONTAL (OU DE FRENTE) 

Ê a rete paralela ao plano vertical T )e oblíqua ao horizontal (tt) . Sua épura 
é caracterizada por possuir a projeção horizontal paralela à linha de terra e a ver 
tical obliqua a essa mesma linha (fig. 73 e 74). A projeção vertical representa o 
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Fig.74 


Rg.73 
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RETA FRONTOHORIZONTAL (PA RA LELA A UNHA DE TERRA) 

É a reta paralela simultaneamente aos dois planos de projeção (ir) e (ir' ) s UQ 
épura é caracterizada por possuir ambas as projeções paralelas à linha de terra 
(fig. 75e76). Qualqger das projeções (que sõo iguais) representa a V.G.. 



A 1 


B* 


A B 


Fig. 76 


Fíg.75 


III - Retas segundo o perpendicularismo em relação aos planos de projeção 
RETA VERTICAL 

E a reta perpendicular ao plano horizontal (tt) . Sua épura é caracterizada p or 
possuir a projeçõo horizontal reduzida a um ponto (chamada projeção puntual) e a 
vertical perpendicular à linha de terra (fig. 77 e 78), e que representa a V.G. 
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A 1 


B ' 


A5B 


Fig. 77 


Fig. 78 


Obs.: A reta vertical, pelo fato de ser perpendicular ao plano horizontaj, é forço 
samente paralela ao plano vertical. A recíproca nõo é verdadeira porque a parai 
la ao plano vertical pode deixar de ser perpendicular ao horizontal, como é o c 
so da reta frontal. Por isso, ela é estudada segundo o seu perpendicularismo em re 
lação ao plano de projeçõo. 


RETA DE TOPO 



À s B 1 


A 




Fig. 79 


Fig- 80 


Inversamente 

Sua épura é 
a horizontal 


à reta vertical, reta de topo é a perpendicular ao plano vertical(n U 
caracterizada por possuir a projeçõo vertical reduzida a um ponto e 
perpendicular à linha de terra (fig. 79 e 80), que representa a V.G. 


I 0)1 Dl 
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Obs.: Semelhante à da reta vertical com relação aos planos de nomes contrârios 
RETA DE PERFIL 

É a reta perpendicular (ou ortogonal) à linha de terra e, por apresentar particuln • 
dadesjserá estudada mais adiante. ar I 

Tal como ocorreu quando do estudo do ponto, também a reta pode estar contida 
da dentro de qualquer dos semiplanos ou em coincidência com a linha de terra" 
No primeiro caso, a reta possuirá sempre uma das projeções sobre a linha de terra 
e, no segundo, ambas as projeções coincidem com aquela linha. 

Na fig. 81, vemos uma reta situada no(ir^)e na fig. 82 a épura correspondente. 




Fig.82 


Nesse caso, em que a reta coincide com sua própria projeção vertical, apresenta- 
se em épura com a projeção vertical acima de ttit' e a horizontal sobre essa linha. 
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Caso semelhante ao anterior, apresentando-se a épura, porém/com a projeção verti 
cal abaixo da linha de terra. 

Na fig. 85, vemos uma reta situada no (77 )e na fig. 86 a épura correspondente. 

A 
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Agora a reta coincide com sua própria projeção horizontal e a épura (fi a 
me lha -se à da f.g 84, diferindo desta por possuir sobre a linha de terra â ^ 
çao vertical e a horizontal abaixo daquela linha. P r °|e 


Na fig. 87 vemos uma reta situada no^ ) e na fig. 


88 a épura correspondente. 




S aZ Í k°°r eri0r apresentando-se a épura porém,com, a projeção horizon 
tal ac,mc da Unha de terra, permanecendo a projeção vertical em coincidência' 
com essa linha. A épura da fig. 88 se assemelha com a da fig. 82 mas notese que 

da P. r0 ' eç ° es estao , frocadas ' P° is enquanto na primeira (fig. 82) a projeção ac i ma 
da linha de terra e a vertical, na última, (fig. 88), é a horizontal que se situa 
acima daquela linha. 

Quando a reta coincide com a linha de terra épura da fig. 89 é a sua 

representação. a 

(A):Az A' 


Flg.89 


Dlann' m ? S ' r ?* aS cont ' das nos planos de projeção só consideramos retas oblíquasao 
lar or> C ° n rar ° a ° C)Ue SC Slfua ’ E las, porém,podem ocupar qualquer posição particu 
como nos mostram as figuras 90, 91 e 92, onde respectivamente temos: 
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Fig. 90 - »■ reta (r) de topo no (tt ) 

A 

Fig. 91 ■■■ » reta (u) vertical no ( tt 1 ) 

S 

Fig. 92 - - reta (m) fron to horizontal no(TTp) 

Obs.. O que não se pode considerar, pelo absurdo, é reta de topo dentro de( ti 1 ) 
e reta vertical no plano (tt) . 

? a ' n< ^ a se Ppresentar de inúmeras maneiras em relação aos planos de 

çao, isto é, com pontos nos vários diedros. Mas para isso, precisamos estudar 
ÇOS de retas", que vem a seguir. 

* Tra Ços de retas 

Cham a -5 e n |- ra 

ta fura ou a S° ^e uma reta sobre um plano" o ponto em que essa re 

la a Um I aves sa esse plano. Conclui-se então que quando uma reta for Darale 

Vi-qço veTV’ n< ^°/ er ° * ra Ç° sobre esse plano. O traço sobre o plano (tt 1 )é o 
er 'cal 1 e por convenção representa-se por (V), isto é, a letra V 
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maiuscula entre parênteses e de modo idêntico <>■ traço horizonfal no plano (k\ 

representado por (H), por serem esses pontos dos respectivos planos. U) é 

Seja na Hg. 93 a reta (u) e o ponto (V) a interseção da reta (u) no olano ( . s 

Como todos os pontos de(ir ’ )têm afastamento nulo, como já vimos, e como (VI - 
o umco ponto comum à reta (u) e ao plano(n ' )conclui-se que, p^ra se ohte 6 

raço vertical (V) de uma reta, basta determinar o ponto da reta fo) qu teVh° 

também afastamento nulo. ' ' H re nh.a 



Em épuia (fig. 94), para se achar o traço vertical da reta uu\ é suficiente prolon 
gar a projeção de nome contrário (projeção horizontal) até a linha de terra, ondê 
iça eterminaao o ponto V que é a projeção horizontal do traço V. De V, uma 
in a e c amada faz conhecer V como indica a épura. Este ponto V que coin d 
e com o ponto objetivo (V) é um ponto da reta (u) e seu afastamento é nulo. 
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De modo idêntico 


obtém-se o traço horizontal 


e as figuras 95 e 96 esclarecem. 




Na determinação dos traços de uma reta 
há um princípio imutável, sem exceção 
alguma : é que a projeção horizontal V 
do traço vertical (V) e a projeção verti 
cal H' do traço horizontal (H) estão 
sempre obrigatoriamente sobre a linha de 
terra, podendo as projeções V e H se 
situarem abaixo ou acima da linha de ter 
ra conforme a posição da reta, exceto é 
claro, quando a reta passar por tt tt 1 , 

porque então tudo coincidirá com aquela 
linha. 
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Obs.: A regra que acabamos de expor para a obtenção dos trar-r* A 

sofre exceção somente quando a reta é de perfil t Ç d Uma reta, 

'i e ae pertil, como veremos mais adiante. 

Concluí-se então que uma reta só possuí os doí< , .. , , 

horizontal, por pa rol .,„ aor 'doU 

subordinadas d condiçdÓT .'^^£ dLraTdoT.'" "" P '"" i " "” 5 °' 

".^%rzrs. £*- - • —m 



doTpelas f setas 97 traco° S 1™ 9< ? iv? ° bHd ° S pro,on 9 ando a reta nos sentidos indica- 
sentido da seta 2 Obser^" Sen “ d0 * Seta 1 6 ' ra 9° horizontal (H) no 

ou outro traço N a fTg ^Ten^reZt ^ Z' ndlt " m * determinara primeiro um 
o ;eta (u) ním O^JLtLT^T^T Tma^nf **£' *"***»» 
diferente achar-se primeiro este ou aquele traço Z s Tf!? C ° S °' "** * 
meiro determina-se o trago horizontal (H) pj i5í iíST tf ^ 

Entoo, atendendo à regra jâ mencionada, as figuras 99 e 100 são as épurasrespec 
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Verífíca-se que na fig. 99 os traços da re 
ta (r) são obtidos prolongando-se as proje 
çães r e r 1 em sentidos contrários até a 
linha de terra, enquanto na fig.100 nomes 
mo sentido, isto é, ambas para o mesmo la 
do do operador. Ainda neste segundo caso, 
a condição apesar de necessária não é sufi 
ciente, porque a épura da fig. 101, se me 
lhante à épura da fig. 100 não indica reta 
na condição exigida de passar pelos 4?e 39 
diedros. O que se deve atentar é na posi 
ção das projeções, pois enquanto na épura 
da fig. 100, após a determinação dos traços 
haverá porções da reta no 4? diedro , n a 
fig. 101 essas porções estarão no 29 diedro. 

Obs.: Na parte prática, de exercícios, ex 
plica remos melhor, atendendo a cada caso 
proposto. 



Fig.99 



Fíg.100 
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• Posições relativas de duas retas 



Sejam as retas (r) e (s), o plano(Qt) 
e o ponto (M) comum à reta (s) e 
ao plano ( a ) . (fig. 102). Vê-se 
que, enquanto a reta (r) estd situa 
da no plano (a) , a reta (s) tem 
nesse plano apenas um ponto (M). 
Então o ponto (M) e a reta (r) defi 
nem o plano (a> e a reta (s) a ele 
não pertence. Diz-se então que as 
retas (r) e (s) são "reversas"ou "não 
coplanares", que significa não esta 
rem no mesmo plano. 


Fig-102 


Se a reta (s) também pertencer ao mesmo plano ( a ) da reta (r) (fig. 103) as retas 
sao então "coplanares", isto é,definem um plano, podendo então ser "concorren 
tes" ou "paralelas". Temos então as retas (r) e (s) que são concorrentes porque têm 
um ponto comum (M) que se diz "próprio", e as retas (r ) e (s.) que são paralelas 
por nao admitirem ponto comum (diz-se, neste caso, que o ponto comum é "impró 
prio", isto é, não existe). 



Fig. 103 


• Retas concorrentes 


Duas retas são concorrentes quando : 

1?) O ponto de interseção das projeções verticais e o das projeções horizontais es 
tiverem numa mesma linha de chamada. 
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Fig. 104 



A situação no espaço é definida pela fig. 104 e a épura correspondente, pela fig. 
105. 

2?) Duas projeções de mesmo nome se confundem e as outras duas se cortam. 




Ffg.106 


Fig. 107 




































50 


PRÍNCIPE 


A situação no espaço é definida pela fig. 106 e a êpura correspondente pela tig. 
107. Nesse caso, as duas retas concorrentes admitem um mesmo plano projetante e 
por isso suas duas projeções de mesmo nome coincidem. Ainda neste caso, a épura 
(fig. 107) mostra duas projeções horizontais coincidentes e as verticais concorrendo 
em O'. Podia ser o inverso, isto ê, projeções verticais em coincidência e horizon 
tais concorrentes. 


3?) Uma das projeções de uma das retas se reduz a um ponto situado sobre a proje 
çâo de mesmo nome da outra reta. 



Fig. 108 



A situação no espaço é definida pela fig. 108 e a êpura correspondente pela fig. 109 
No caso,considerou-se uma reta vertical (u) e portanto como projeção puntual a hori¬ 
zontal u; mas poderiamos igualmente considerara vertical com essa particularidade, e 
a êpura apresentaria em consequência uma reta de topo. 


• Retas paralelas 

Analogamente aos três casos anteriores, duas retas são paralelas quando: 
19) As suas projeções de mesmo nome são paralelas. 


(vide figuras 110 e 111 na página seguinte) 
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Fig. 110 


Fig. 111 


A situação no espaço é definida pela fig. 110 e a êpura correspondente pela fig. 

111 . 

\ 

29) Duas projeções de mesmo nome se confundem e as outras duas são paralelas. 

(E o caso das duas retas paralelas admitirem um mesmo plano projetante). 



Fig.11 3 





^ situação no 

Poderia 


espaço é definida pela fig. 112 e a êpura correspondente pela fig. 
dar-se o inverso, isto é, as projeções verticais em coincidência e as 
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horizontais paralelas, o que não altera a condição de paralelismo das duas retas, 
3?) As suas projeções sobre um mesmo plano se reduzem, cada uma, a um ponto. 



E o caso de duas retas verticais ou de topo que obrigatoriamente são paralelas en 
tre si. A situação no espaço é definida pela fig. 114 e a épura correspondente pê 
la fig. 115 (retas verticais no caso). 

• Retas de perfil 


Reta de perfil é uma reta oblíqua dos dois planos de projeção numa posição 
particular: perpendicular (ou ortogonal ) b linha de terra. 


Quando, do estudo de retas, vimos a reta paralela ao plano horizontal (reta hori 
zohtal), paralela ao plano vertical (reta frontal) e paralela aos dois planos (reta 
frontohorizontal). Vimos depois a reta perpendicular ao plano horizontal (reta ver 
tical) e perpendicular ao plano vertical (reta de topo). 


Nao foi mencionado retas perpendiculares aos dois planos porque não há retas nes 
sa posição, pois toda reta perpendicular a um plano será obrigatoriamente paralela 
ao outro, já que os dois planos são perpendiculares. Não existindo então reta per 
pendicular aos dois planos de projeção, há entretanto reta perpendicular à intersê 
çâo deles, isto é, perpendicular ã linha de terra, que ê a reta de perfil . 


A fig. 116 nos mostra uma reta de perfil situada num plano( v | ) qu e e perpendic u 
lar aos dois planos de projeção (plano de perfil). A épura é caracterizada pelas 
projeções perpendiculares ò linha de terra (fig. 117). 
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r' 


r 


Fig. 116 Fig. 117 


Uma reta de perfil só pode ocupar duas posições em relação aos planos de p 
ção: ou possui os dois traços distintos (H) e (V) e nesse caso passa por três 
dros (ortogonal ò linha de terra) ou possui os seus traços coincidentes sobre 
linha e só atravessará dois diedros opostos (perpendicular ò linha de terra), 
nos mostra a fig. 118. 



roje 

die- 

essa 

como 


Fig. 118 
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Obs.: A reta .pode estar situada num 
plano de perfil sem que seja necessa 
riamente de perfil. Assim^por exem¬ 
plo, a fig. 119 nos mostra uma reta 
vertical num plano de perfil. 



• Traços de reta de perfil 

Antes de resolvermos a questão na épura, vamos estudá-la no espaço (fig. 120). 

Seja a reta (A) (B) e (H) e (V) os seus traços respectivamente sobre (ir) e (n ’ ) ' 
Utiliza-se, no estudo da reta de perfil, o rebatimento do plano de perfil que a con 
tem que no caso é o triângulo (H)V^). Este rebatimento consiste em girá-lo de 
90? no sentido contrário aos ponteiros do relógio, até que fique em coincidência 
com o plano vertical (ir ' ) ,sendo este giro feito em tomo de sua intersecção corno 
plano O ' ) . que no caso é (V)V. Adota-se este sentido para que os diedros a " 
pós o rebatimento se apresentem nas regiões já conhecidas. Com este rebatf* n en>0 ' 
os pontos (A) e (B) descreverão no espaço arcos de cfrculos horizontais e 
vêm colocar-se em (A,) e (B,) respectivamente sobre retas troçados P° r 
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A' e B' paralelamente ò linha de terra. No plano horizontal o ponto A descreve 
um arco de cfrculo de raio AV e vem cair em A 1 do mesmo modo que o ponto 
B vem cair em B 1 ; desses pontos A ] e B n traçam-se no plano vertical as paralelas 
a (V)V que determinam as posições (A,) e (B,) após o rebatimento. 

Vejamos agora a épura (fig. 121). 


e ja (A)(B) dada por suas projeções A e A' e Be B'. Opera-se como foi descrito 
^azendo-se centro em H' = V e descrevendo os raios de círculo AA 1 e BB 1 até si 
^uar esses pontos em A, e B 1 na linha de terra. (Não é necessário obrigatoriamen 
pontos ^ ra ^ Qr ° S arCOS c ^ c ulo e ser ia bastante transportar os afastamentos dos 
ra t° S Para ^'^1 e res pectivamente). Daf, por perpendiculares à linha deter 

Parale^a° S °f- * X>n * OS ^ 1 ) e (Bj) e portanto a reta (A^B-j) nos encontros com as 
(A )(B T ^ de terra traçadas por A' e B' respectivamehte. Teremos em 

No pla n ° ve, ^ a deira grandeza da reta dada e um V = (V) o seu traço vertical. 
timentcW ° r ' z ^ n * a ^ ° traço é H e para determiná-lo teremos de desfazer o reba 
longando °^ era ^°° ' nversa do rebatimento e que se chama "alçamento"). Assim, pro 
tebatido- ° r ^ a teremos em H 1 sobre a linha de terra o traço horizontal 

con^rári^ 0 * C ° m ° mesmo cer| tro em H' = V e raio H'H 1 descreve-se, em sen 
‘ lo ao efetuado para o rebatimento (sentido dos ponteiros), o arco H. H, 

rnm L_• _ . • 


J endo fn\ c 'eruaao par 

(H) e tr °9o horizontal. 



































Fig. 122 
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De acordo com a regra já estabelecida, as projeções A e B sdo giradas no sentido 
das; setas 2 e 1 respectivamente e nos fornecem a verdadeira grandeza (Aj)(Bj)da 
reta dada (A)(B). Verifica-se que o ponto (A.,) aparece na região que representa o 
1? diedro e (B^ na região do 2? diedro. Tem-se em V = (V) o traço vertical da 
reta e em (H) = H o traço horizontal. Sobre a linha de terra, tem-seas projeções 
dos traços H' = V. 


# Pertinência de ponto à reta de perfil 


Já vimos que um ponto pertence a uma reta quando tem suas projeções sobre as pro 
jeções correspondentes da reta, (fig. 68) quàndo foi esclarecido que tal regra nõo 
se aplicava à reta de perfil. Com efeito, o ponto pode ter suas projeções sobre as 
projeções de mesmo nome da reta e a ela nõo pertencer. 


\ 



Na fig. 123 temos uma reta de perfil da 
da pelas suas projeções e também as pro 
jeções M e M' de um ponto (M) sobre as 
projeções correspondentes da reta. Se a re 
gra fosse verdadeira, o ponto (M) perten 
ceria à reta (A)(B) e o rebatimento nos 
mostra que o ponto nõo pertence à reta. 

Enfõo, normalmente, para se saber se um 
ponto pertence a uma reta de perfil, ope 
ra-se o rebatimento como prática normal. 
Entretanto, sem utilizar rebatimento pode 
mos também verificar se um ponto dado 
pertence a uma reta de perfil dada. Seja 
na fig. 124 a reta (A)(B) dada pelas pro 
jeções e o ponto (M) também dado pelas 
projeções. 

B'M* , ... 

a, for verificada, 

o ponto pertence *a reta e caso contrário 

nõo pertencerá. A citada relaçõo é basea 

da no teorema : 


c , . BM 

5e a relaçao —y 


*A relaçõo de dois vetores tomados sobre uma mesma reta ou sobre duas retas pa 
rateias, é igual à relaçõo de suas projeções cilíndricas". Substituindo eritõo, na 
mencionada relaçõo, os segmentos pelos valores numéricos, tem-se: 



0,5 x 3“ 1 x 1,5 ou 1/5 = 1,5 
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o que demonstra que o ponto pertence à reta. (O rebatimento confirmará a perti 
nencia do ponto à reta). r - 

De forma idêntica , conhecidas as projeções de uma reta de perfil e uma das pro 
jeçoes de um ponto a ela pertinente, podemos determinar a outra projeção. 


A' 


M' 

B‘ 


A< 

M 

B 

Fig. 124 



ffii° e p Xem P'° a u reta ( A H B ) e o ponto (M) do qual só se conhece a cota 

9* '• ara se achar ° afastamento (projeção horizontal), opera-se o reba- 

imento e determma-se a verdadeira grandeza em (A,)(B,); a seguir, por M' (proje 

pontoT r; } W S!tUand °- < M i> sobre' (A )( Bl ) p or se saber que õ 

ponto e pertinente à reta. Desfozendo-se o rebatimento, obter-sU a projeçdo M 
pedida, que estará sobre AB. 1 V 

^ S T e * ,tü ? r ° «batimento, podemos também solucionar o problema, pela apli 
proTecões de ^ l ° i de . SCrUa ‘ , Ass!m ' se , " a épura da fig. 126 , conhecida uma dal 

ça'o horizon! | r^ (pr ° |eça ° Vert!cal C ' P° r exemplo), desejamos obter a proje 
çao horizontal C, empregamos a mencionada relaçdo. 

B C _ B' C 
B A * 


B' A 
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onde o termo BC é desconhecido por nâo 
se conhecer a projeção C. 

Resolvendo vem: 

= BA x B'C 
BC B'A' 

onde, substituindo os segmentos pelos mó 
dulos (valores numéricos) correspondentes. 


vem: 

BC = = i 

Marca-se então BC = 1 (C sobre AB). 


Á 

d 

B x 


A 

C 

B 

Fig 126 


• Retas de perfil paralelas ou concorrentes. 


Já vimos que duas retas quando possuem as projeções de mesmo nome paralelas,sõo 
paralelas. No caso/ porém^de retas de perfil, a condição de paralelismo das proje 
ções correspondentes apesar de necessária não é suficiente. 

Consideremos dois casos: 


1?) Retas situadas no mesmo plano de perfil; 

2?) Retas situadas em planos de perfil distintos. 

No 19 caso, quando então as retas terão a mesma abscissa, elas poderão ser para 
leias ou concorrentes (nunca reversas, como é óbvio, pois estão no mesmo plano)” 
No 29 caso, podem ser paralelas ou reversas e nunca concorrentes, porque, situa 
das cada uma, em planos paralelos entre si, todas as retas de qualquer deles são 
paralelas ao outro; nesse caso, as abscissas das retas são diferentes. Duas retas de 
perfil quando possuem abscissas iguais, estando portanto no mesmo plano de perfil, 
terão suas projeções de mesmo nome superpostas; quando de abscissas diferentes, te 
rão projeções de mesmo nome paralelas. (Fig. 127 e 129 e suas respectivas épuras ~ 
fig. 128 e 130). 
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Rg.127 


B\ 

A' 

D 1 

C 1 

A 

a 

c 

D 

Fjg.128 




Fig.129 


Fíg.130 
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Seja agora verificar se duas retas de perfil (A)(B) e (C)(D) dadas pelas suas proje 
ções, são ou não paralelas, (fíg. 131). Á simples inspeção da épura nosmostraque 
je trata de retas em planos distintos (por serem de abscissas diferentes). Operando- 
se o rebatimento, temos em (A 1 )(B,) e (C^ÍD^ as respectivas verdadeiras g ra n d e 
z as mostrando que as mesmas não são paralelas. 



Fíg. 131 


Então, para se traçar por um ponto uma reta paralela a uma reta de perfil dada, 
procede-se do seguinte modo (fig. 132): 

Rebate-se o plano que contém a reta eo ponto e obtém-se (A 1 )(B 1 ) e (Cj). Por 
(C^ traça-se uma reta (C^D-j) paralela a (A 1 )(B ] ) e cujas projeções são CD e 
C'D' que solucionam o problema. O ponto (D^ é marcado arbitrariamente (desde 
que no problema proposto não tenba que satisfazer a outra qualquer condição, co¬ 
mo no caso) e após o alçamento, obtém-se a projeção D. 

Obs.: Verifica-se na fig. 132, que as projeções de mesmo nome da reta, são da 
mesma grandeza e do mesmo sentido, isto é, A'B' = CD' e AB = CD e dispôs 
tas ambas no mesmo sentido da seta A A (delta linha — delta), quer dizer, a lei tu 
ra A' para B' e A para B do mesmo modo que C para D' e C para D. Então essas 
projeções são vetores equipolentes, mediante o que, dada uma reta de perfil pelas 
suas projeções e um ponto dado também pelas suas projeções, não é necessário ope 
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rar-se qualquer rebatimento, sendo suficiente a construção desses vetores, como nos 
indica a épura da fig. 133 onde marcamos M'N' = A'B' e MN = AB e do mesmo 
sentido, ou seja, no sentido da seta. 



Fig. 133 
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Seja agora a épura de fig. 134. Dado um 
ponto (J), traçar por ele uma reta parale 
la a uma reta de perfil (A)(B). Veja-se 
que neste caso a reta tem suas projeções 
lidas em sentido oposto, isto é, A'B' para 
baixo (seta 1) e AB para cima (seta 2). En 
tão, da projeção J' traça-se J'M' no mes 
mo sentido que'A'B', isto é, para baixo e 
JM para cima. Então a reta (J)(M) é para 
leia à reta (A)(B). (Observar que os com 
primentos devem ser iguais: J'M' = A'B' e 
JM = AB). 




Fig. 134 


Há ainda outro critério para verificação 
do paralelismo de duas retas de perfil/ 
quando situadas em planos distintos. Basta 
que se unam em cruz os pontos extremos 
das projeções como indica a fig. 135, de 
terminando-se duas retas quaisquer auxilia 
res, as quais, se forem concorrentes, as 


Fig.135 









































64 


PRÍNCIPE 


dè perfil serão paralelas e se não forem concorrentes, as de perfil não serão parale 
las e sim reversas. Em outras palavras, se o ponto de cruzamento das projeções veT 
ticais M' e o de cruzamento das projeções horizontais M estiverem numa mesma l7 
nha de projeção, as retas dadas são paralelas; no caso contrário como na fig. 1 36, 
as retas dadas são reversas, porque M e M' não se situam na mesma perpendicular à 
linha de terra. A linha de projeção que parte de M' e que deveria cair em M,está 
interceptando as retas auxiliares na projeção horizontal, em 1 e 2, o que significa 
não serem paralelas as retas dadas. 



Fig-136 
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c eiam ainda as retas (A)(B) e (C)(D), ambas com a mesma abscissa porem uma 
(A (B), com um ponto no 19 diedro e outro no 39 e (C)(D) com um ponto no 49 
1 outro no 19 diedro, que desejamos saber se são paralelas ou concorrentes (fig. 
137). Operando-se o rebatimento, verifica-se que (A^ÍB,) e (C,)^) são parale¬ 
las, o que significa que as retas (A)(B) e (C)(D) também são. 



Fig. 137 
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Ve,amos outro exemplo mais: as retas (A)(B) e (C)(D) que possuem: ponto (A) no 
plano (.); ponto (B) no plano(* p ); ponto (C) no planoUj) e pLo (D) nopla 

( A ; ; Venf.car se tais retas são paralelas ou concorrentes e neste últT 
mo caso, determinar o ponto de interseção (fig. 138) - 




Fíg. 138 


,c ídT d * pe,f " q ” “ n, f: r ,e '“ • <o*». 

P-oie ç5 ,,„ , M' J^i C,K ’’ q “' C0 "“ ,r * m "" <“’> 3? «”«*» « “<i°< 
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CONCORRÊNCIA DE RETAS QUANDO UMA É DE PERFIL 
Temos duas maneiras de verificação: 

••• pelo rebatimento; 

••• pelo emprego de retas auxiliares. 

Sejam, na fig. 139, as retas (A)(B) de perfil e (C)(D) qualquer. Rebatendo-se a 
reta de perfil, a verdadeira grandeza é A seguir verifica-se se o ponto 

(M) que pertence à reta qualquer, pertence também à reta de perfil. Se isso ocor 
re r — como ocorre no caso porque (M^) está sobre (AjHBj), — as duas retas 
são concorrentes. 



C 
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No outro caso, pelo emprego de retas auxiliares procede-se do seguinte modo: 

Sejam (A)(B) de perfil e (C)(D) qualquer que em épura se cruzam em (O) Se o 

ponto (O) que pertence à reta (Q(D) pertencer também ã reta de perfil,será então 
comum às duas retas e elas serão concorrentes. Tomam->e dois pontos quaisquer 1' 
e 2* sobre a projeção vertical CD 1 da reta qualquer que fornecem 1 e 2 sobre a 
horizontal correspondente. Esses pontos são unidos a pontos correspondentes da reta 
de perfil formando duas retas auxiliares, de projeções TB' e 2'A' no plano verti¬ 
cal e 1B e 2A no plano horizontal. Verifica-se no caso que o ponto M' (de con 
corrência das duas projeções verticais l'B' e 2'A') e o ponto M (de concorrêncij 
das duas projeções horizontais 1B e 2A) estão numa mesma perpendicular à linha 
de terra, isto é, numa mesma linha de projeção, o que configura a concorrência 
das duas retas dadas. 



A 


seguira parte prática 


do Capitulo 


II 


com numerosos exercícios. 
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• Exercícios referentes ao capítulo II 


16 e Dar a épura das retas (A)(B) e (C)(D) e defini-las quanto ò posição. 

(A) [ 1 ; 2 ; 1 ] 

(B) [ 3 ; 1 ; 3 ] 

(C) [ -3 ; -2 ; -2 ] 

(D) [ 0 ; -2 ; 3 ] 

SOLUÇÃO: (fig. 141) 


A reta (A)(B) ê qualquer no 19 diedro. 

A reta (C)(D) e uma frontal (projeção horizontal paralela e 
projeção vertioal obliqua ã linha de terra). 0 ponto (C) estã 
no 39 diedro e o ponto (D) no 2.9 diedro. 



^ • Traçar uma horizontal distante 2 cm do plano (tt) contendo um ponto (A) no 
bissetor do 1? diedro e outro ponto (B) no('rr^ < / . 
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SOLUÇÃO: (fig. 142) 

Se a veta ê horizontal e tem 
que estar distante 2 cm do pla¬ 
no horizontal ê porque as cotas 
de qualquer de seus pontos sdo 
iguais a 2 cm. Então A 'A 0 = 
BB'= 2 cm. Se um ponto esta con 
tido no biss etor je porque afas¬ 
tamento e cota sao iguais, mar- 
cando-se então A Q A = A Q A f f fican 
do o ponto (A) no bissetor do 
19 diedro. Se um outr? ponto(B) 
estã contido no . semtpl a>\ g ver 
tical superior , sua projeção ho 
rizontal estã sobre a linha de 
terra. A reta (A)(B) e solução. 


18 • Traçar a épura de uma reta (r) com 
diedro, e determinar os seus traços. 



ponto no plano ( tt ^ ) e outro no 3? 


SOLUÇÃO: (fig. 143) 

Traça-se um ponto (A) no plano 
(ttM e outro (B) no 39 die¬ 
dro tudo arbitrariamente ; unin- 
do-se as projeções de mesmo no- 
me desses pontos, tem—se as pro 
jeçoes da reta. Quanto aos tra¬ 
ços , sendo o ponto (A) do (ttM 
serã ele mesmo o proprio traço 
vertical cuja projeção horizon¬ 
tal V estarã sobre a linha de 
terra.. Para o traço horizontal 
e^suficiente prolongar a proje¬ 
ção vertical r' da reta ate a 
linha de terra, onde se tem H f 
de onde," uma linha de chamada 
nos dara, na interseção com o 
prolongamento da projeção hori¬ 
zontal r da reta, o traço hori 
zontal (H) jem coincidência com 
sua projeção horizontal - H. 



Rg.143 
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■|9 «Dada a reta (A)(B) pede-se: 

a) sua êpura; 


b) seus traços; 

c) os diedros que ela atravessa; 

d) a sua posição no espaço. 


(A) [ 0 ; -2 ; -1 J 


(B) [ 4 ; 2 ; 2,5 J 


SOLUÇÃO: (fig. 144 e 145) 


a) Locados os pontos j t^èm-s e em A'B r e AB a êpura pedida. 

b) de acordo com a regra jã descrita, fem-se em V' e H os tra 
cos da reta e suas respectivas projeçoes. 

c) verifica-se na êpura que a reta de projeçoes AB e A f B f pos 

sue: x 

- o segmento de projeçoes BV e B'V f no 19 diedro ; 

- o segmento de projeçoes VH e V r H t (segmento entre os tra 
ços) no 29 diedro; 

- o segmento de projeçoes AH e A'R 9 no 39 diedro. 

d) em consequência do item anterior, a fig . 145 mostra a si¬ 
tuação da reta no espaço. 




Fig. 144 


Fig. 145 






















72 


PRÍNCIPE 


20. Um ponto (A) está situado no 29 bissetor. Pede-se traçar uma reta (B)(C)que 
contenha o ponto (A). H 

(A) [ 3 ; 1,5 ; ? ] 

(B) [ -0,5 ; 3 ; 2 ] 

(C) [ 5 ; ? ; ? ] 

SOLUÇÃO: (fig. 146) 

Do ponto (A) só é conhecido o afastamento ; mas oomo está no 
d «ssetor 3 a cota eviâentemente será a mesma e não pode ser 
marcada para cima da linha de terra porque então o ponto se 
sttuana no JÇ diedro e por conseguinte não estaria no 2Ç bis 
setor como e dado no problema. Se a reta (B)(C) tem que con- 
i er P P° nto e suficiente unir as projeções do ponto (B) 

as do ponto (A) prolongando-as- ate o encontro da linha de 
a amada de abscvssa igual a 5 onde teremos as projeções C 

e C . A reta de projeções BC e B'C Ó a solução. 



Fig. 146 


21 


• Traçar a épura de uma reta qualquer (A)(B), com o ponto (A) no plano (ir ) 
e o ponto (B) no plano Og), e passando por um ponto (C). A 

(C) [ 2 ; 1 ; 1 1 


CO I I 
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SOLUÇÃO: (fig. 147) 

jnca-se -o ponto (C) de acordo 
0 m as coordenadas dadas. Toma- 
° e arbitrariamente o ponto (A) 
íituado no Ctt ) ; unindo-se as 
vrojeções AC e prolongando-se a 
u linha de terra } teremos a^ 
a projeção horizontal B, de on¬ 
de levanta-se a linha de chama 
da BB 1 situando-se B 1 na inter¬ 
seção com o prolongamento A'C'. 



22 ©Traçar as épuras das seguintes retas: 

a) de uma vertical distante 2 cm do planc(7T 1 )e com um ponto 

n ° ( 77 A ) ' 

b) de uma frontohorizontal mais perto do plano(7T ! )do que do 
plano (tt) . 


SOLUÇÃO: (fig. 148) 

a) a reta (A)(B) ê vertical e possui o ponto (B) no plano 

(tt ) . Esta distante 2 cm jdo plano ( tt 1 ) porque o 

seu afastamento está o. essa distancia da linha de terra. 

A projeção vertical A r e tomada arbitrariamente. 

b) Se a reta esta mais perto de (^ 1 ) do que do plano (tt) e 
pprque seu afastamento e menor que sua cota. A reta (r) 
soluciona. 
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23 • Usando uma só linha de terra, traçar as êpuras das seguintes retas no 1? die 
aro : 

a) de perfil, toda no (3 ) e possuindo um ponto na linha de 

terra ; 

b) de topo, com um ponto no^s^e outro no (3 ) ; 

c) qualquer, com um ponto no( ir ' )distante 1,5 ^de (ir ) e 
outro no distante 2 cm de b (Tr'); 

d) de uma horizontal de cota nula. ^ 


SOLUÇÃO: (fig. 149) 

a) marca-se um ponto (A) no bissetor (afastamento e cota igua 
ts) e um ponto (B) sobre a linha de terra. A reta (A)(B) e 
de perfil e soluciona. 

b) marca-se um ponto (ff) situado no plano (tt') e um ponto (D) 
no (B t ) • A reta (C)(D) de projeções CD e b C'D' soluciona. 

c) marcasse um ponto (E) situado em ( tt ' ) aom a oota am 

que e a distancia dele ao plano horizontal (tr) e outro pon 
to (F) situado no Ctt ) com o afastamento dado de 2 cm. . Ã 
reta (E)(F) e a solução. 

d) se a cota é nula ^ a horizontal pedida esta no plano (ff.) e 
portanto sua projeção vertical coincide com a linha de^ter 
ra. A reta (M)(N) e a solução: 



Fig.149 
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24 • Traçar a épura de uma reta situada no 19 diedro, que atravesse os 2? e 4? 
diedros. 


SOLUÇÃO: (fig. 150 e 151) 

No primeiro exercício desse tipo, estudaremos o raciocínio a 
seguir e traçando no espaço (fig. 150) a posição da reta. Ob¬ 
servamos que a reta atravessara. o plano horizontal (ff*) para 
passar ao 4Ç diedro , prolongando-a no sentido (A) {B), isto é, 
de (A) para (B); atravessara o plano vertical (ff ^)para pas¬ 
sar para o 29 diedro , prolongando-a no sentido (B) (A) , ou se¬ 
ja, de (B) para (A). 

Em épura (fig. 151), basta que a reta tenha suas projeçoes de 
tal forma em relação a linha de terra, que os traços sejam de 
terminados em sentidos contrários, isto é, prolongando-se a 
projeção vertical 4'#' no sentido de A r para B* e a projeção 
horizontal de B para A.Verifica-se, comparando-se as duas fi¬ 
guras, que a reta (A) (B) atravessa o plano vertical no senti 
do (B)(A) passando para o 29 diedro apos o seu traço vèrtical 
(V) e o plano horizontal no sentido (A) (B) passando para o 49 
diedro apos o seu traço horizontal (H). 




(v) 


Hs(H) 


Fig. 151 
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25 •Traçar a épura de uma reta situada no 1? diedro que atravesse o 4? e 3? di 
edros. 


SOLUÇÃO: (fig. 162 e 153) 

No espaço, a reta está na posição indicada pela fig. 152. Nes¬ 
se. caso, observa-se que a reta atravessa os dois planos - ver 
tical e horizontal - no mesmo sentido, ou seja, sentido de(Al 
para (B) e ainda que, para passar para -o 49 diedro, ela atra¬ 
vessara primeiro o plano horizontal (n .) para depois furar 0 
plano vertical O-J-) a fi m de passar para o 39 diedro. Então a 
épura (fig.. 153) devera estar de tal modo, que os traços se¬ 
jam determinados^ prolongando-se as projeções da reta no mesmo 
sentido, isto é, A' para B T e também A para B. 

Se acharmos os traços da reta da fig. 153 se constatará que 
ela satisfaz ao pedido. 

Obs: Na fig. 153 as t duas jprojeções da reta serão prolongadas 
para. a esquerda da épura para a obtenção dos traços. Isso 
porém nao é regra, porque pode-se também prolongar para 
a ^direita, como vemo.s na figura 154, onde a reta (r) tam 
bém satisfaz ao mesmo problema e entretanto suas proje¬ 
ções serão prolongadas para a direita da épura. Isso por 
tanto, não importa, porque o necessário é que as proje¬ 
ções da reta satisfaçam ã dupla condição: 

19) traços obtidos prolongando-se as projeções no mesmo 
sentido; 

29) projeção vertical encontrando a linha de terra antes 
da projeçpo horizontal. 




Fig. 154 
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26 • Traçar a épura de uma reta no 3? diedro, atravessando o 4? e 1? diedros. 

SOlVÇÃO: (fig- 155 e 1S6) 

(>ta aparece no espaço conforme a fig- 155, onde se verifi- 
4 Ve ue seus traços serão obtidos prolongando-a num mesmo se 
° a -fo Logo, a épura (fig. 156) deve satisfazer à primeira co 
V". ~' 0 da Obs. anterior. 
n ? nto à segunda parte entretanto, há uma diferença em rela- 
~o ao exercício anterior, pois agora a reta fura primeiro o 
( lano vertical passando para o 49 diedro e atravessa depois o 
Plano horizontal para passar para o~1Q diedro. Nesse caso en- 
P~ 0 o traço que se obtem primeiro é o yertical, e daí a épu 
va '(fig- 158 * assinalar que é a projeção horizontal que deve 
encontrar primeiro a linha de terra. 




Fig-156 


27 • 


Traçar a 


épura de uma reta no 4? diedro. 


atravessando o 1? e 3?. 


SOLUÇÃO: (fig. 157) 

Traçando-se a posição da veta 
n ° espaço, verifica-se que elji 
fura os dois planos de projeção 
ern sentidos opostos. Em face ao* 
Q Ue Já foi exposto, não haverá 
ninima dificuldade no traçado 
épura (fig. 157), cujos tra- 

se determinados, confirma¬ 
rão . 



Fig. 157 


13 13 
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28 • Preencha as lacunas : 


A projeção de uma reta sobre um plano sô deixa de ser uma reta quando ... 


2 ) 


. e ne ste caso a projeção será 

Um ponto pertence a uma reta quando 


exceto quando a reta 


3) Reta frontal é 


A reta cujos traços coincidem no mesmo ponto da linha de terra é. 

5) Retas coplanares são as que 
podendo ser . 

Se duas retas de perfil possuem abscissas diferentes elas serão, uma em rela- 
ção a outra.. 

* .ou . 

Quando duas retas possuem as projeções de mesmo nome reduzidas ambas a 
um ponto, elas sâo . 

Exemplificar : Retas ... 

• . e . 

Quando uma reta é paralela a um plano, ela se projeta nesse plano em .... 

Uma reta que possua afastamento e cota constantes chama-se .j 

• • ... 

10) Quando as duas projeções de uma reta se encontram em um ponto, diz - se 
que o ponto pertence ao . 



0bS ' : c A íc i 0 o IU n°°52. eSfe eXerCrC! ° eSt6 n ° nm de$te CaprfU '°' a P ós ° *>K5o doexer 
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Por um ponto (A) [ 2 ; 2 ; 2 ] traçar uma reta (A)(B) paralela a uma reta 
29 • dada (C)(D). 

(B) [O; ?; ?] 

(C) [ -1 ; -1 ; 3 ] B ' 

(D) [ 3 ; 0 ; -1 ] 

SOLUÇÃO: (fíg. 158) 

locados os dados,observa-se que 
a reta (C)(D) possui um ponto 
(c) no 29 diedro e ponto (D) 
no plano í 77 ^). Ê suficiente 
pois , traçar por A' e por A^res 
pectivamente , as projeções A 'B 1 
e AB } paralelas às projeções de 
mesmo nomeada reta C C)(D).0 pon 
to (B) terã suas projeções na 
linha de chamada que passa pela 
origem das coordenadas, por ser 
a abscissa desse ponto igual a 
zero. A êpura da fig . 158 ê a 
solução. 



Fig.158 


30 • ^ or um P° nfo (A) traçar uma reta paralela à reta (B)(C) dada. 

(A) [ 2,5 ; 1,5 ; 1,5] 


SOLVÇKO: (fig. 1S9) 

n°£ a Í° S ° ,P° nto e a reta dados, 
havera dificuldade nenhuma 
í> ' traçar a reta (r), sendo 
a B P c aPal ela a B'C e r paralela 



Fig. 159 
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31 • Traçar a épura de uma reta (A)(B) que no espaço tem a posição indicada na 
fig. 160, sabendo-se que o ponto (A) pertence ao plano (3 ) 



SOLUÇÃO: (fig. 161) 

Ê dada a fig. 160 y onde a reta 
(A) (B) tem o ponto (A) no (g p ) 
e o ponto (Bd no (jn ) y ponto es 
se que em consequência ê o seu 
traço horizontal. Em êpura( fig. 
161) toma-se arbitrariamente o 
ponto (A) no 29 diedro e 29 bis 
setor e o ponto (B) no (tt ) 7 
Unindo-se as duas projeções ^ de 
m&smo nome } temos em (A) (B) a re 
ta pedida. 



32 • Dada a reto (A)(B) e um ponto (C), traçar pelo ponto uma reta (C)(D)que en 
contre (A)(B). Mostrar como fica situada a reta pedida em relaçdo aos planos 
de projeção. 

(A) [ 0 ; 3 ; -1 ] 

(B) [ 6 ; 1 ; 2 ] 


(C) [ 4,5 ; 3,5 ; 0] 

(D) [ 3 ; 0,5 ; ?] 
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SOLUÇÃO: (fig- 162 e 163) 

nãos todos os pontos dados petas suas coordenadas, une-se 
naue é a projeção horizontal da reta pedida, nao se poden- 
j fazer o mesmo aom as projeções verticais dos pontos _ (C) 
d °(D) por ser desconhecida a cota do ponto (D). A projeção CD 
e -dtercepta AB, no ponto I , que por uma linha de chamada fo 
tn e jt sobre A f BÊ suficiente então unir C'I' que da a co 
fl/ior* D' na linha de chamada correspondente. A reta (C)(D) 

nnCCe _ rj -n n a q s* rr n i.n di. r*n dn nn fit 


pois 

163 . 


solução y que 


no espaço tem a posição indicada na fig. 

vi 




Fig. 163 


OU I 1^ 
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33 * LTürtTdír • (c,<D) *. 

(A) [ -2,5 ; 1 ; 3 ] 

(B) [ 6 ; -2 ; -2 ] 

(C) [6 ; 1,5; 3] 

(D) [ 0 ; ? ; -4 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 164) 

Nao e conhecido o afastamento do ponto (D); em consequência 
nao e conhecida a projeção horizontal CD da reta CC)(D). As 
projeçoes verticais das duas retas, A 'B' e C'D' cortam-se em 
E fiy VÍ e , ^n Z oonhe ° er E sobre a projeção horizontal AB da reta 
, “j Une se CE e prolonga-se até encontrar D na linha de 
chamada correspondente. 4s retas (A)(B) e ÍOCD) são concor¬ 
rentes■ e solucionam. Para destacar os segmentos no 1Q diedro 
e suficiente a determinação dos traços verticais de ambas as 

retas e aj8%m Ay e A>y , na reta (A) (g) g ^ c , y , na 

\L){u) sao os segmentos vedidos. 1 



D' 


Fíg.164 


pgSCRlTIVA 


83 


34 • Por um ponto (A) traçar duas retas concorrentes, paralelas respectivamente a 
duas retas dadas (F)(G) e (M)(N). 


(A) 

[ 

5 ; 

4,5 ; 3] 

(F) 

[ 

-2 ; 

O 

1 — 1 

(G) 

[ 

6,5 

; 3 ; -3 

(M) 

[ 

-1 ; 

: 3; 5] 

(N) 

[ 

1 ; 

'- 1 

O 

o 


SOLUÇÃO: (fig» 165) 


Locadas as retas dadas e também o ponto dado, basta traçar pe 
las projeções do ponto, as retas (r) e (rj) paralelas respec¬ 
tivamente ãs retas (F)(G) e (M)(N). 
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35 • Por um ponto dado (A), traçar duas retas (A)(B) e (A)(C) paralelas respectiva 
mente ãs retas (D)(E) e (F)(G) que se cortam, sabendo-se que (F)(G) e verti 

cal. 


(A) 

CN 

CN 

1 

1 _1 

3] 

(E) 

[5 

; -3 ; 

-2] 

(B) 

[O; ? ; 

?] 

(F) 

[3 

; ?; 

1 -1 

O 

(C) 

[ -2 ; ? ; 

O 

(G) 

[3 

; ? ; 

-3] 

(D) 

[1 ; 0 ; 

-1,5] 





166 

; 






os a 

fastamen 

tos de 

CF) e 

de 

CG) . 

Mas , 


SOLUÇÃO: (fig. 166) 

Não são dados os afastamentos de CF) e de CG). Mas, para que 
duas retas se cortem quando uma delas Õ perpendvcular a um dos 
planos de projeção, é suficiente que jx projeção puntual de u- 
ma das retas se situe sobre a projeção de mesmo nome da ou- 
tra. (Ver 39 caso de concorrência de retas, foguras lüo eiuyj . 
Então, a projeção horizontal FG, (que é um ponto jporque a re¬ 
ta e vertical), se situa sobre ED que e a projeção horvzontal 
da reta CE)(D) concorrente com a reta (F)(G). Basta povs,que 
do ponto CA) se tracem as projeções AB e A'B' paralelas res¬ 
pectivamente às projeções de mesmo nome das retas CB)_iE) e 
(F)CG) e que são as retas pedidas. Cno caso dado, A = C por¬ 
que F = G, nada sendo necessário traçar). 



Fig 166 
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36 • Por um ponto (A) traçar uma reta paralela a (B)(C) e que pertença ao($ 


(A) [ -1 ; 2 ; ?] 

(B) [ 1 ; 0 ; 0 ] 


(C) [ -2 ; 


SOLUÇÃO: (fig. 167) 

A reta dada (B)(C) esta sobre 
ttu 1 (linha de terra); logo, a 
veta pedida terã que^ ser uma 
fvontohorizontal. S° ê dado o 
afastamento do ponto (A), mas co 
mo a reta pedida tem que ser do 
bissetor, então a cota de (A) ê 
a mesma que o afastamento, e a 
reta (r), de projeçoes r e r l é 
a solução. 


°; °] A ' rf 


C;c 

o B’;B 

A 

r 

Fig. 167 


i 


)• 


/ 

^ • Completar a épura abaixo (fig. 168), sabendo-se que (C) pertence a (A)(B): 


.8 


Á 


C’:C 


Fig. 168 


N °TA • A solução encontra-se no fim deste capftulo após a solução do 
28 (fig. 183). 


exercício 





























86 


príncipe 


U. Troçor o lp™ d. »» (A)(B) * (C)(D| , 

<C)[1;2;3] 

(D) [ 6 ; 4 ; 1 1 


SOLUÇÃO: (fig. 169) 


Recordando-se o estudo de simetria de pontos 
to (A) simétrico a (C) ejB) simetricç a CD)\ 
apresenta a mesma projeção horizontal da reta 
sua projeção vertical . 


traça-se o pon - 
A reta solução 
dada e A 9 B ' e a 



# Grife o C ou E conforme a 
mente. 


proposição este|a certa ou errada respectiva 


1 

Uma reta frontal possui constante as cotas de todos os 
seus pontos 

c 

E 

2 

Toda reta paralela a um dos planos de projeça~o é perpen- 
dicular ao outro. K 

c 

E 

3 

Quando duas retas possuem projeções puntuais sobre o 
mesmo plano de projeção, elas são paralelas. 

c 

E 
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4 

Duas retas de perfil com a mesma abscissa são paralelas 
ou reversas. 

C 

E 

5 

Quando um ponto possui suas projeçães sobre as de mes¬ 
mo nome de qualquer reta, ele pertencerá à reta, sem 
exceção. 

C 

E 

6 

Duas retas concorrentes são sempre coplanares. 

c 

E 

7 

Quando uma reta de perfil é perpendi-cular à linha de 
terra, seus traços coincidem. 

C 

E 

8 

Quando duas retas são concorrentes as suas projeçães 
sobre um mesmo plano de projeção serão também sempre 
concorrentes. 

c 

E 

9 

O paralelismo das projeçães de mesmo nome de duas retas 
de perfil, embora necessário não é suficiente para se afir¬ 
mar serem elas paralelas. 

c 

E 

10 

As retas que só possam ter segmentos em dois diedros são: 
horizontal, frontal, vertical, de topo e de perfil, quando 
perpendicular à tt tt ? 

c 

E 


Obs.: As respostas aos quesitos estão no fim do Capftulo II, após a solução do e- 
xercício 37 


40 • Dada uma reta (A)(B) de perfil, pede-se: 

a) sua verdadeira grandeza; 

b) os diedros que atravessa. 

(A) [O ; 3 ; -3] 

(B) [ ? ; 1 ; 2 ] 
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SOLUÇÃO: (fig. 170) 

Locados os pontos dados e 
rando-se o rebatimento , 
tramos: 

a) verdadeira grandeza em 

'1 ^ ■> 

b) diedrps atravessados: 

e 49 



41 . Mesmo exercício anterior com os pontos (A) e (B) na seguinte situação: 

(A) [2 ; -2 ; 3,5] 
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42 • Determinar os traços da 
está no ( tt ^ ) . 


reta 


(A) 

(B) 


(A)(B) sabendo-se que (A) pertence ao*' ^ p ^ (B) 

[3; ? ; 2,5] 

[ 3 ; ? ; -2 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 172) 

po ponto (A) não foi dado o a- 
fastamento . Mas j não era mesmo 
necessário ser dado porque se 
disse que ele pertence ao (6 p )j 
e por isso facilmente marca-se 
a projeção que faltava . Do mes¬ 
mo modo o ponto (B), s^abendo-se 
que pertence ao(n*)) e locado 
facilmente f mesmo não sendo dado 
o afastamento o que também não 
era necessário. 0 traço verti¬ 
cal coincide com (B) e o traço 
horizontal é H apos o alçamento. 
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43 • Conhecendo-se uma das projeções de um ponto (C) sobre a reta (A)(B), de- 
terminar a outra projeção do ponto. 


(A) [ -1 ; -3 

(B) [ -1 ; 2 ; 

(C) [ ? ; ? ; 


SOLUÇÃO: (fig. 173) 

Efetuando-se o rebatimento jã 

Q onhecido 3 temos em (AjliBj) a 
verdadeira grandeza da reta da- 
e sobre ela o ponto (Cj)* ob 
tido por uma paralela ã linha 
ãe terra traçada da projeção cg 
n bedda (proj. vertical). Desfa 
Ze ndo-8e o rebatimento >temos em 
£ a projeção pedida. 



Fig. 173 
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44 • Mesmo exercício anterior, porém, sem utilizar rebatimento e os pontos na se 
guinte po*sição: 

<A)[0;1;4] 

(B) [ 0 ; 3 ; 2 ] 

(C) [O ; 2 ; ?] 


SOLUÇÃO: (fig. 174) 

Locada a reta (A) (B) e a proje¬ 
ção horizontal do ponto, empre¬ 
gamos a relação jã conhecida 
(ver fig. 124) 

BC _ B'C ' 

BA " ZPT 7 

donde B' C' - B ' A ’ e subs- 

tituindo pelos valores, vem: 

B 'C' = — | - = 1 

Marca-se então B'C } = 1 sendo 
B f C* sobre B'A f , porque um pon¬ 
to para pertencer a uma reta 
de perfil, tem que possuir suas 
projeções sobre as corresponden 
te~s da reta, embora a reciproca 
nao seja verdadeira. 


Á 

C' 

B‘ 



A 

C 

B 
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45 • Por um ponto (C) traçar uma reta (C)(D) paralela a uma reta (A)(B). 

(A) [ 2 ; -3 ; 3 ] 

(B) [ 2 ; 1 ; 1 ] 

(C) [4,5; 1,5; 2] 
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SOLUÇÃO: (fig- 17S) 

h tendo-se os planos em que^estão contidos a reta e o-ponto 
r/os tem-se (A 1 )(B 1 ) e (Cj). Por (Cj) traça-se (C 2 )(D^) pa- 
d lelamente a (A 1 )(B 1 ) J sendo o ponto (D 2 ) marcado arbitraria 
r>CL nte, pois nenhuma condição foi imposta a esse ponto. Desfe 
me o rebatimento do plano que contêm o ponto (Ci) teremos as 
t0 vo jeções D e D 1 do ponto (D) e a reta pedida serã (C)(D) da- 
P da pelas projeções CD e C'D r . 



^ •Dá-se uma reta de perfil (A)(B) e um ponto (M) no mesmo plano da reta. Pe 
de-se traçar por (M) uma reta (M)(N) de 2 cm e paralela a reta (A)(B). 

(A) [ 0 ; 1 ; 1 ] 

(B) [ 0 ; 3 ; 3 ] 

(C) L ? ; 5 ; 5,5 ] 


l^.|: 
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SOLUÇÃO: Cfig . 176) 

Não e dada a abscissa do ponto (M) J mas como ele estã situado 
no mesmo plano de perfil em que esta contida a reta CA) CB) 3 
conclui-8 % e que sua abscissa serâ a mesma dos pontos CA) e (B) 
Rebatido o plano de perfil que contem a reta 3 obt&m-se 
(Ai)(Bi) e CMj) e por esse ponto (Mi) traça-se paralelamente 
a (Aj) (Bj) o segmento (Mi)CNi) de 2cm de comprimento,pois 
(Mi) (Ni)j como jã sabemos exprime a verdadeira grandeza do 
segmento (M)(N). Desfeito o rebatimento > temos em MN^M f N f as 
projeçoes da reta pedida . (Ha uma 2a. solução não figurada 
na epurd). 



47 «Dão-se dois pontos (A) e (B) equidistantes da linha de terra e situados em um 
plano de perfil. Qual a posição do segmento retilíneo (A)(B) que une esses 
dois pontos ? 

(A) [3 ; 3,5 ; 3,5] 

(B) [ ? ; ? ; ?] 
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SOLUÇÃO: (fig. 177) 

o3 pontos (A) e (B) são equidistantes da linha de terra,e- 
S i e « definem uma reta de perfil perpendicular ã * tt E o vonto 
/ri será, portanto, simétrico ao ponto (A) em relaçao a mr 
i 0 a sua abscissa será a mesma do ponto (A) e as outras 
l ° 3 rdenadas iguais em grandeza mas de sentidos contrários as 
do ponto (A). 0 rebatimento do plano de perfil fornece em(A 1 ) 
(Bj) o segmento pedido. 



Fig.177 


^8 «Traçar a épura de 
ao rebatimento: 


(A) 

(B) 


duas retas de perfil (A)(B) e (C)(D) paralelas, sem recorrer 

[ 0 ; 1,5; 3 ] (C)[4;l;2] 

[O ; 3 ; O] (D) [4 ; 2 ; ?] 
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SOLUÇÃO: (fig. 178) 

Locadas as retas dadas, traga-s^e 
a reta auxiliar BC B'C'. Traça 
se também a projeção horizontal 
3 que corta BC no ponto 1 e 
jaz conhecer 1 9 sohre B 9 C 9 n 
nindo-se A ’ 1 ’ e prolongando-se, 
tem-se D ’ sobre a linha de cha- 
mada da reta CD , C 9 D 9 . (ver a 

faV/dí 36 -' As retas (A)(B) e 
(CJ (D) sao paralelas. 



49 #TraÇar Uma reta de Perff (A)(B) que encontre uma reta (C)(D) 
(A) [2; 3,5; 3,5] (C) [1 ; 2; 1] 

W [2; 1 ; ?] (D) [6; 1 ; 3] 


SOLUÇÃO: (fig. 179) 

Loca-se a reta qualquer (C)(D) 
e o ponto dado (A) e verifica- 
se que as projeções horizontais 
AB e CD' se interceptam em I que 
faz conhecer I f sobre C 9 D 9 pois 
e evidente que. (I) pertence a 
(C) (D) . 

Rebatido* o plano de perfil em 
que esta contido o ponto (A),ob 
tém-se (Aj) e (Ij). Une. - sã 
(A : ) (Ij) e prolonga-se até(B 1 ) 
na perpendicular ã linha de ter 
ra proveniente do rebatimento 
da projeção horizontal B, e que 
da a conhecer B 9 na mesma linha 
de chamada de B. A reta (A)(B) J 
e perfilpelas suas projeções 
AB * A 9 B 9 3 e a .solução 



Fjg.179 
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50 • Por um ponto (M) traçar uma frontal que encontre o plano horizontal a 3,5 
cm de um ponto (A) desse plano. 

(M) [ 0 ; 1 ; 2 ] 

(A) [ 4; -2 ; 0 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 180) 

Locados os dois pontos , obtém-se MM 9 e AA 9 , este.situado no 
plano ( 7 T ) . Com centro em A = JA) e raio 3,5 cm descreve-se o 
arco de^circulo e pela projeção, horizontal M do pj>nto , faz-se 
passar , paralelamente ã linha de terra , a projeção horizontal 
da frontal que interceptará o arco de cvrculo nos pontos H e 
H 1 pontos esses que dão a-conhecer H r e tfj respectivamente , 
sobre a linha de terra . 

0 problema admite duas soluções: retas (M)(H) e (M)(H 2 ),cujas 
projeções são MH, M 9 H 9 e MH 2 , M 9 H 9 1 . 



51 


• Por dois pontos (A) e (B), traçar duas retas paralelas, sabendo-se que a reta 
que une os seus traços verticais, tem uma direção dada (C)(D). 


(A) [O ; 2 ; 4] (C) [1 ; 0; -5,5] 

(B) [6; ?; -2] (D) [4,5; 0; 4] 
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SOLUÇÃO: (fig. 181) 

Locados os pontos,traça-se a reta (C)(D) de projeções CDjC'D\ 
Traçc.-se a seguir a reta (A)(V) que tenha o seu traço verti¬ 
cal V 9 sobre C , D t (a projeção vertical A'V com qualquer in¬ 
clinação). Por B r traça-se a projeção vertical B'V\ paralela 
ã projeção A'V e por Vj a projeção VjB paralela a AV.Fica as¬ 
sim determinado o afastamento do ponto (B) que^ não fbra dado 
e as retas (A)(V) e (B)(Vj) são paralelas e tem traços verti¬ 
cais sobre (C)(D), 



52 ©Conhecida a projeção horizontal da reta (A)(B) e a projeção vertical de 
dos seus pontos, determinar a projeção vertical da reta sabendo-se que 
tro ponto pertence a uma retarde perfil (C)(D). 

(A) [ -1 ; 5 ; 3 ] (C) [ ? ; 3 ; -3 ] 

(B) [ 5 ; 1,5 ; ?] (D) [ ? ; -2 ; 3,5 ] 
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SOLUÇÃO: (fig* 182) 

Rebate-se o plano jde perfil que contem a reta (C)(D) e saben¬ 
do-se que (B) esta sobre (C) (D)j determina-se facilmente a pro 
jeção vertical^B 1 . Conhecendo-se essa projeção vertical Bjtra 
ça-se a projeção vertical pedida . 



s °bUÇAo DO EXERCÍCIO 28: 

a reta Jor perpendicular ao plano e neste caso então a 
projeção serã um ponto . 

2 - 

t S8l \ lr suas projeções sobre as projeções corresponden- 
^ os da reta> exceto quando a reta for de perfil . 

& a ralela ao plano vertical de projeção e oblvqua ao hori 
zontal de projeção . 

^ _ 

Veta qualquer passando pela linha de terra . 

5 g . rv 

3 do num mesmo plano ò podendo ser varalelas ou 

rentes . 


concor— 
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6 paralelas ou reversas. 

7 " P t7/o Ula ‘ ^ li - **‘*Pl°> -.ta. „„ „ t<t , * 

5 - verdadeira grandeza. 

9 - frontohorizontal. 

10 - bissétor par. 


SOLUÇÃO DO EXERCÍCIO 37: (f£ g , lez) 

Na fig.168 são dados: pro¬ 
jeção vertical de (A); pro 
jeçao horizontal de (B) é 
projeções em coincidência 
do ponto r C). Pede-se com¬ 
pletar a épura. 

Traçam-se as linhas de cha 
mada por A’ e por B,porquê 
evidentemente as projeçoes 
Ae B' nao dadas nelas se 
situarão. Como diz o pro¬ 
blema que o ponto (C) per¬ 
tence a reta (A)(B).une-se 
BC e prolonga-se até A na 
linha de chamada baixada 
de A . Tem-se assim AB. 

Da mesma forma une-se. A’C 
eprolonga-se, obtendo-se 
j e assim completando-se 
a epura. 


SOLUÇÃO DO EXERCÍCIO 39: 



perguntas 

RESPOSTAS 

1 

E 

2 

E 

3 

C 

4 

E 

5 

E 

6 

C 

7 

C 

8 

E 

9 

C 

10 

C 
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• Estudo do plano. Traços do plano 

• Posições do plano 

• Pertinência de reta e plano 

• Pertinência de ponto e plano 

• Retas principais de um plano 

• Retas de máximo declive e máxima inclinação 

• Elementos geométricos que definem um plano 

• Retas de planos não definidos por seus traços 

• Paralelismo de retas e planos 

• Exercícios 


• Estudo do plano. Traços do plano 


Tal como vimos no estudo das retas, um plano pode ocupar várias posições em rela 
ção aos planos de projeção, tomando em consequência nomes diferentes. 


Traço de um plano é 
a interseção desse pia 
no em outro. Entre 
tanto, emprega-se ge 
ra Imente a expressão 
"Traços do Plano" pa 
ra exprimir a interse 
çdío desse plano com 
os planos de projeção. 
Assim, na fig . 1 84, o 
plano ( a ) intercepta 
° plano horizontal 
v tt ) segundo a reta 
a7r ; o mesmo pia 
no ( ot ) intercepta o 
Plano vertÍcal( iT ^se 
9undo a reta ot tt 1 .En 
as retas aTT ea7í" v 
s< To os traços do pia 
(a) .Os traços 
e um plano são de 
s, 9nados por uma I e 
ra do alfabeto grego 



Fíg.184 
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que individualiza o plano considerado seguida da outra letra grega que indivídua 
iza o plano de pro|eçao, isto é, (ir) ou O )conforme se trate de plano horT 
zontal ou plano vertical respectivamente. Então, na fig. 184, como o plano çonsT 
derado e (a), tem-se: traço horizontal a reta a ir. e traço vertical a reta a7T >' 
Em gera! um plano possui os dois traços, podendo entretanto possuir só um poi s ‘ 
quando for paralelo a um dos planos de projeção,não terá traço nesse plano, como 
e evidente. 


As posiçães dos traços de um plano em relação à linha de terra são variáveis, isto 
é, podem os traços ocupar posiçães diferentes, conforme a situação do plano/po¬ 
dendo ser distintos (concorrendo ou não com a linha de terra) e coincidentes' com 
nn ' . Quando os traços são distintos e não paralelos à linha de terra, eles con 


correm num mesmo ponto dessa linha e 



épura é a da fig. 185. Na prática, nesse 
caso, para a determinação'do-plano na é 
pura, são dados a abscissa do ponto 
T ~ T 1 de concorrência dos traços sobre a 
linha de terra e os ângulos que cada tra 
ço forma com n n 9 . Esses ângulos são o^ 
rientados no sentido trigonométrico (senti 
do direto ou dos ponteiros) e têm a linha 
de terra como origem. Assim,por exemplo, 
na fig. 185, o ângulo de a n 9 com- a li 
nha de terra é contado no, sentido da seta 
1 e é positivo e o ângulo de an com a 
mesma linha, é negativo e contado no 
sentido da seta 2. 


• Posições do plano 

Do mesmo modo que no capitulo anterior estudamos as posiçães das retas, veremos 
agora as posiçães dos planos, seus nomes e suas épuras. 

I) PLANO QUALQUER 

E o plano obliquo dos dois planos de projeção (fig. 184). Possui os dois traços dis¬ 
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tintos, concorrendo sobre a linha de terra em um mesmo ponto. Sua épura geral¬ 
mente se apresenta como se vê na fig. 185. Entretanto pela maneira do plano se si 
tuar no espaço, a épura pode aparecer em qualquer das posiçães indicadas na fig. 
186 , pois ° c l ue caracteriza o plano é possuir os dois traços oblíquos à linha de 
terra, não importando como fiquem. 



Fíg 186 


II) Planos segundo o paralelismo em relação aos planos de projeção. 


PLANO HORIZONTAL (ou de nível) 


«e pano, se apresenta como nos mostra a fig. 187. Basta definí- lo como "plano 
Paralelo ao plano horizontal de projeção". A épura (fig. 188) é caracterizada por 
Passuir apenas um traço, o vertical, e , paralelo ò linha de terra. 


PLANO FRONTAL (ou de frente; 

espaço, se apresenta como nos mostra a fig. 189. á o plano "paralelo ao pia 
*?° Ver Hcal de projeção - . 

épura (fig. 190) é caracterizada por possuir também um traço apenas,o horizon 
e , paralelo à linha de terra. 
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Fig. 187 



•cW 


Fig.188 


oc n 



Fig. 189 
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III) Planos segundo o perpendicularismo em relação aos planos de projeção. 

Obs.: Os dois planos estudados anteriormente safo também perpendiculares, cada um, 
a cada plano de projeção, isto é, todo plano paralelo a um plano de projeção se 
rá forçosamente perpendicular ao outro; a reciproca,porém ) não é verdadeira, como 
veremos nos dois planos a seguir. 

PLANO VERTICAL 

No espaço se apresenta como nos mostra a fig. 191. É o plano perpendicular ao 
plano horizontal e obliquo ao vertical. 




Fig. 191 


Fig. 192 


nha ^ PUra ^'9* é caracterizada por possuir o traço verti ca I perpendicu lar à li 

e terra e o horizontal oblíquo à mesma linha. 
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PLANO DE TOPO 

No espaço se apresenta como nos mostra a fig. 193. É o plano perpendicular a 0 
plano vertical e oblíquo ao horizontal. Sua épura (fig. 194) é caracterizada p Qr 
possuir o traço horizontal perpendicular à linha de terra e o traço vertical oblíq uo 
à mesma linha. É o inverso do plano vertical, anteriormente estudado. 




Fíg-193 Fíg.194 


PLANO DE PERFIL 

No espaço se apresenta como nos mostra a fig. 195. É o plano perpendicular aos 
dois planos de projeção. Sua épura é caracterizada por possuir ambos os traços em 
coincidência, perpendiculares à linha de terra (fig. 196). 
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Fig.195 


Fíg.196 


IV) PLANO PARALELO À UNHA DE TERRA 


Quando do estudo da reta no capítulo anterior, vimos que não existe reta perpend^ 
cular,ao mesmo tempo, aos dois planos de projeção, mas sim reta perpendicular à 
interseção deles, que é a reta de perfil. Mas há reta paralela aos dois planos,que 
é o caso da frontohorizonta•, paralela aos dois planos de projeção. 


No estudo do plano, observa-se o inverso. 


Não há plano paralelo aos dois planos de projeção, e sim 
'es, mas há plano perpendicular aos de projeção, que é o 
cabamos de expor. 


paralelo à interseção 
plano de perfil, que 


de 


O plano paralelo à linha de terra não tem nome especial. É apenas "um plano 
Paralelo à linha de terra ", e aparece no espaço como nos indica a fig. 197. 
^ er ifica-se que é um plano oblíquo aos dois pianos de projeção, numa posição par 
Ocular. Sua épura (fig. 198) é caracterizada por possuir ambos os traços paralelos 
ò '«nha de terra. 

O plano paralelo ò linha de terra, conforme nos indica a fig. 197, está no 
diedro e atravessando o 29 e 49 e daí sua épura apresenta o traço veitlcal ac| 
01(3 e o horizontal abaixo da linha de terra (fig. 198). Mas o plano pode estar n j 


i o« 


























Fig. 197 
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j. r ia ambos os traços abaixo dessa linha se o plano passasse pelos 1?, 4? e 3? di 
edros, podendo ainda os traços coincidir, acima ou abaixo da linha de terra. 

V ) PLANO PASSANDO PELA UNHA DE TERRA 

jsiesse caso, conforme mostra a fig. 201 os traços do plano coincidem com a linha 
de terra. É o caso do plano bissetor, quando for o lugar geométrico de todos os 
pontos de afastamento e cotas iguais. 



Fíg.201 

Não sendo conhecida a inclinação do plano, ele só ficara determinado se conhecer 
mos ° utros elementos, como um ponto ou uma reta desse plano, por exemplo,o que 
veremos mais adiante. 


Resumindo o estudo das posiçoes dos planos, temos: 

1) PI 

' 'anos com dois traços distintos: 

QUALQUER > Obliquo nos dois planos de projeção. Traços oblí¬ 

quos ó linha de terra e concorrentes num mesmo pon 
to dessa linha. 

b ) PERFIL 


Perpendicular aos dois planos de projeção. Traços 
numa mesma perpendicular à linha de terra. 
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c) PARALELO Ã 
UNHA DE TERRA 


Os traços distintos, ambos paralelos 6 linha de ter- 
ra. 


d) VERTICAL ■■ ■ ■+- Perpendicular ao plano horizontal e obliquo ao pia 

no vertical de projeção. Traços distintos, sendo o 
vertical perpendicular à linha de terra e o horizon 
tal oblíquo à essa linha. 

0 

eí TOPO ————_ —Perpendicular ao plano vertical e obliquo ao plano 

horizontal de projeção. Traços distintos, sendo o ho 
rizontal perpendicular ò linha de terra e o verticaT 
oblíquo a essa linha. 


2) Planos com um traço .apenas: 

a) HORIZONTAL t- Paralelo ao plano horizontal de projeção. So possuí 

traço vertical e paralelo à linha de terra. 

b) FRONTAL_Paralelo ao plano vertical de projeção. Só possui 

traço horizontal e paralelo à linha de terra. 


3) Plano com traços em coincidência: 

o que passa pela linha de terra, onde coinci^ 
dem seus traços. 


RETAS DO PLANO 

Já estudamos as divertas retas: qualquer, horizontal, frontal, frontohorizontal,ver 
tical, de topo, de perfil. 

Já vimos também os diversos planos: qualquer, horizontal, frontal, vertical, de to 
po, de perfil, paralelo á linha de terra e passando pela linha de terra. 

Estudaremos agora a combinação de ponto, retas e planos, focalizando a pertinên 
cia entre eles e as retas contidas nos planos. 

Antes de estudarmos as retas dos planos, precisamos saber quando uma reta pertence 
a um plano, ou seja: 


• Pertinência de reta e plano 


REGRA GERAL 

Uma reta pertence a um plano quando possui os seus traços sobre os traços corres . 
pondentes do plano. __ 
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Obs : Essa re 9 ra s °f re exceção quando se trata de um plano que passa pela linha 
je terra, o que veremos pouco mais adiante (fig. 229). 

Um plano não pode conter senão determinadas retas. Vernos^ por exemplo, na fig. 
202, que ° P* ano horizontal (a) de traço orn não pode conter a reta vertical (r) 
j. s 5 há um único ponto comum ò reta e ao plano que é o ponto (A) onde a re 
ta fura o plano. Entretanto, esse mesmo plano de traço * pode conter a reta 



Fig. 202 


top 0 (s), a qual tem seu traço (V) sobre o traço vertical do plano, conforme a 
R e gra Geral acima descrita. Com exceção do plano qualquer, que pode conter 4 
re tas diferentes, os demais planos só podem conter três retas cada um. 

] ) RETAS DE PLANO QUALQUER 

plano qualquer sendo oblíquo dos dois planos de projeção, poderá conter as re 
. ^ ue tombem sejam oblíquas a eles ou, no mínimo, a um deles pelo menos. Ás 
Slm / poderá conter as seguintes retas : 

— qualquer ; 

— horizontal ; 

— frontal ; 

* de perfil. 
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a) Reta qualquer: desde que os traços da reta estejam sobre os traços de me$ 
mo nome do plano, a reta pertencerá ao plano, sem qualquer outra restrição. V© 
mos na épura da fig. 203, a reta (r) pertencer ao plano de traços octt, an for¬ 
que os traços (V) e (H) dessa reta estão sobre os traços correspondentes ao plano 
Já na fig. 204 a reta (r) não pertence ao plano, porque o traço (H) da reta nã 0 
está sobre o traço a ti do plano. 




Fig.203 Ffg.204 


Obs.: Em geral, uma reta não define um plano, porque na fig. 203, por Ve po r 
H'podemos fazer passar tantos traços de planos quantos se queira. Mais adiante ve 
remos quais as retas que definem um plano. 


b) Reta horizontal: Uma reta horizontal não tem traço horizontal como já vj 
mos quando estudamos traços de retas. Então, o ponto comum ã projeção ho r i zon 
tal da reta e ao traço horizontal do plano será um ponto impróprio, isto ê } estará 
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n o infinito. Daf, conclui-se que a pro 
jeção horizontal da reta deverá ser pa 
ralela ao traço de mesmo nome do pia 
no. Quanto ao traço vertical da reta 
deverá estar sobre o correspondente do 
plano, tal como vemos na épura da fig. 
205. 




c) Reta f ronta I: Uma reta frontal 
não tem traço vertical. Então o pon 
to comum à projeção vertical da reta 
e ao traço vertical do plano será um 
ponto impróprio, ou seja, projeção ver 
tical da reta paralela ao traço verti 
cal do plano. Quanto ao traço hori 
zontal da reta, deverá estar sobre o 
horizontal do plano, como nos mostra 
a épura da figura 206 . 


Flg.206 
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d) £el g de perfil : Tratando-se de reta de perfil, a épura não indica 
p es vista, se ela pertence^ou nao a um plano qualquer. Opera-se 

Ho n mnn Ha orf! I /.< >A _í_ . ■ 


. | , ” w "' i-- 'l wu 'M wcl • wpera-se o rebatimAJH 

do plano de perfil que contem a reta e determina-se seus traços, os quais se 
verem sobre os de mesmo nome do plano, como mostra a fig. 207, indica ' que Q ' 
ta pertence ao plano. H u e a re 


sini 

r "entò 



2) RETAS DE PLANO HORIZONTAL 

Como o plano horizontal é paralelo ao plano horizontal de projeção, só poderá 
conter as retas que também sejam paralelas ao plano ( tt ) e que são: 

— horizontal ; 

— frontahorizontal ; 

— de topo. 

a) Reta horizontal: A épura (fig. 208) se caracteriza pela coincidência da 
projeção vertical da reta com o traço a tt’ do plano. O traço vertical da reta - 
umco que possui - estã sobre o traço alI *do plano. 


(vide figura 208 na página seguinte) 
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Fig. 209 


b) Reta frontohorizorital : Não possuindo traços, a fronto horizontal de um 
plano horizontal é caracterizada pela épura da fig. 209, onde a sua projeção ver 
tical r' coincide com o traço de mesmo nome do plano ot tt 1 . 


c) Reta de tòpo : Sendo a reta de 
topo caracterizada por possuir a proje 
ção vertical reduzida a um ponto e a 
projeção horizontal perpendicular h I i 
nha de terra, a épura da fig. 210 mos 
tra uma reta de topo (r) com a sua pro 
jeção puntual r' sobre a tt 1 , coinciden 
te com seu traço vertical. 


our* r's(v) sV' 


r 


Fig. 210 
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3) RETAS DO PLANO FRONTAL 

Como o plano frontal é paralelo ao plano vertical de projeção, só poderá conter 
retas que também forem paralelas ao mesmo plano (_rr ' ) e que são: 

— frontal ; 

— frontohorizontal ; 

— vertical. 


a) Reta frontal; A projeção hori¬ 
zontal da reta (r) coincide com o úni 
co traço do plano, que é o traço ho 
rizontal oc tt , onde também está con 
tido o único traço da reta, que é õ 
horizontal (H). 



Fjg.211 


b) Reta frontohorizontal: Não 

há dificuldade na sua representação e a 
épura (fig. 212) nos mostra a frontoho 
rizontal (r) pertencente ao plano de tra 

ÇO OtTT. 



Fíg.212 
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. BA ta Vertical: Também não ofe 
^rdíficuldade a sua representação. Ã 
'pura (fíg - 213) mostra uma reta (r) ver 
tical como pertencendo a um plano fron 
ra | de traço air . 



4) RETAS DE UM PLANO PARALELO A LINHA DE TERRA 


Fig. 213 


Sendo o plano paralelo ò linha de terra, oblíquo aos dois planos de projeção# só 
poderá conter retas paralelas ò linha de terra e oblíquas bqueles planos. Então, as 
retas que podem estar contidas em um plano paralelo ã linha de terra são: 


— qualquer; 

— frontohorizontal; 

— de perfil. 


a) Reta qualquer; Se os traços da reta estiverem sobre os traços de mes 
mo nome do plano, a reta pertencerá ao plano. A épura da fig. 214 nos mostra 
ma reta qualquer(r) pertencendo a um plano de traços citt e a tt 1 paralelos ã linha 
de terra. 



Fig 214 


I 31 
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Fíg 215 


traço correspondente oru * . De 
terminando-se o traço horizon¬ 
tal (H) dessa reta auxiliar, cons 
tata-se que ele não está sobre 
o traço ctTT do plano, o que 
significa que a reta dada nâo 
pertence ao plano. O ponto (O) 
pertence b reta dada e também 
b reta auxiliar por ele traçada; 
mas nâo pertence ao plano por 
que a reta (H)(V) nâo pertence. 
E, se um ponto nâo pertence a 
um plano, nenhuma reta que o 
contiver, pertencerá. 

A fig. 216 nos mostra a épura 
de uma reta (s), frontahorizon 
tal, pertencendo a um plano(cíj 
paralelo ò linha de terra. 


b ) getg frontohori zontnl. Qll „ . 
a reta é frontohorizontal, a épura não i n ° 
d.ca d,retamente se ela pertence ao p| ano ~ 
Se,a na fig. 215 a reta (r) dada pelas * 
as proieções, que se deseja saber se peri/ 
ce ao plano cujos traços sâo oitt ed 7 r f p"* 
ra isso toma-se um ponto (O) de proj eç ô e 2 $ 
O e O sobre a reta dada, isto é, pL? 0 
com suas projeções sobre as de mesmo na 
me da reta dada e por ele faz-se passar u- 
ma reta auxiliar (H)(V), qua) 
srtuando-se o ponto (V) sobre ó 



Fig 216 
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Fíg. 217 


5) RETAS DE UM PLANO VERTICAL 

Sendo o plano vertical perpendicular 
ao plano horizontal de projeção e oblí 
quo ao plano vertical, só poderá con 
ter retas que sejam perpendiculares ao 
plano (tt) e oblíquas ao plano(7í 1 )• E 
essas retas sâo : 

— qualquer ; 

— horizontal ; 

— vertical. 

Observe-se a fig. 218. Verifica-se que 
toda figura contida num plano vertical, 
se projetará no plano (tt) sobre o traço 
horizontal oiti do plano, com o qual 
c oincidirá. 


c) Reta de Perfil : Semelhan 
temente ao que foi feito na fig. 
207, a épura nâo indica direta 
mente se a reta de perfil (A)(B)* 
pertence ao plano paralelo b li 
nha de terra. Opera-se o rebati 
mento do plano de perfil que con 
tem a reta, cujos traços, determí 
nados, deverão estar sobre os de 
mesmo nome do plano, conforme 
se verifica na épura da fig.217. 
Nesse caso, a reta de perfil per 
tence ao plano paralelo b linha 
de terra, porque os traços H eV 
estão sobre os correspondentes do 
plano. 



Fíg 218 
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a ) Reta qualquer :A reta qual¬ 
quer (A)(B) da fig. 219 pertence ao 
plano vertical de traços ot tt e orn ' 
porque obedece ò regra geral de pos¬ 
suir traços sobre os traços corresponden 
tes do plano e sua projeção horizontal 
coincide com o traço de mesmo nome 
do plano. 


b) Reta horizontal: Do mesmo mo 
do, a horizontal (A)(B) da fig. 220 per 
tence ao plano vertical, porque seu ú 
nico traço (traço vertical) está sobre o 
traço vertical do plano (a tt ']e sua pro 
jeção horizontal coincide com o traço 
an do plano. 




Fíg.220 
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c ) Reta Vertical: A vertical (r) 
fig. 251 também pertence ao pla¬ 
no vertical, porque seu traço horizon¬ 
tal (que coincide com a projeção pun 
tual) está sobre o traço utt do pia 
no e sua projeção vertical é paralela 
ao traço vertical do plano. 



6) RfcTA> Dl JM PLANO DE TOPO 

Sendo o plano de topo perpendicular ao vertical de projeção (tt 1 ) e oblíquo ao ho 
rizontal (tt) , só poderá conter retas que sejam oblíquas ao plano ( 7 r) e perpen 
diculares ao plano(Ti 1 )e que são: 

— qualquer; 

— frontal ; 

— de topo; 


Observe-se a fig. 222. Verifica-se que toda figura contida num plano de topo, se 
projetará no plano(TT 1 )sobre o traço cx tt 1 com o qual coincidirá. 



Fig 222 
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a) Reto Qualquer: A reta qualquer (r) da fig. 223 pertence ao plano ( a 
topo, por possuir seus traços sobre os traços correspondentes do plano e a sua 
jeçao vertical r' coincide também com o traço ctTT 1 do plano. 



b) Reta Frontal : Sem dificuldade 
se constata que a reta frontal (s) da 

fig. 224, pertence òo plano de topo - 
(a). r 



) de 

pro 


Reta 


c) R 

exp ° stc ! s 


de 


Topo: Pelas razões já 
a fig. 225 nos mostra uma re 
e ^de topo (s) pertencendo a um pia- 
ta de topo, porque sua projeção pun- 
tual S' es ta sobre o traço oltt 1 e sua 
projeção horizontal S é paralela ao tra 

Ç° 


a7T do plano. 





7 ) r ETAS de um plano de perfil 


ter °r ° p an ° de perfil P er P endic ular aos dois planos de projeção, só poderá con- 
diculor°h 0 - e evid f nte ' retas q° e sei® 11 perpendicular a (tr)ou a (tf») e perpen 
interseção deles, isto é, perpendicular b linha de terra mr\ Tais retas são 7 


- de topo; 

- vertical; 

^ -,de perfil. 

Co rres U pondInte^d CaS< | S, ™ pr °' eÇÔeS da reta estar3 ° em coincidência com os traços 


^ Hg. 29 a 

topo ~ um p an ° de perfil (ot) ' 05 retas (A)(B) vertical, (C)(D) 

00 clann j tF de perfl * na , f, 9 - 227, a épura correspondente das mesmas retas 
• a "o de traços a ir e ai', 


de 
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8) RETAS DE UM PLANO QUE PASSA POR tttt 1 

Um plano que passa pela linha de terra, é um 
plano oblíquo aos dois planos de projeção, nessa 
posição particular como vimos na fig. 201 .Se ele 
estiver igualmente inclinado em relação aos pia 
nos de projeção, será então um plano bissetor . 
Esse plano só poderá conter retas que passem pe 
la mesma linha que ele, isto é, retas que pas¬ 
sem pela linha de terra ou paralela a essa linha. 

Quando do estudo desse plano (fig. 201), foi dito 
que ele só ficaria determinado se conhecêssemos 
outros elementos, como um pontò ou uma reta e 
agora explicaremos a razão. 


D 

E 

F 


d* 

Fig.227 


Como bem se observa na fig. 201, os traços desse plano se confundem em uma únj 
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por 


re fa, que é a linha de terra. E como normalmente uma reta só não define um 
lano ( a exceção veremçs pouco adiante, com retas de máximo declive e máxima 
*ndinação), segue-se que somente a linha de terra não pode definir o plano que 
ela passa. Então é necessário, pelo menos, mais um ponto para que, com a 

linha de terra, possam definir o plano. 

* Assim, na fig. 228, o ponto (A) e a linha 

de terra n tt definem o plano nessa posi 
ção e, como nesse ponto, cota e afasta 
mento são iguais, temos então a épura do 
plano bissetor (no caso o 1? bissetor)( 3 j ) 
-— e que se lê: plano tttt f (A). 


rr ir # 


M 

Ffg.228 


Dissemos, quando estudamos "Retas de pia 
nos", que a regra geral para uma reta per 
tencer a um plano ê que seus traços de 
veriam estar sobre os traços corresponden 
tes do plano ; mas ficou dito também que 
havia uma exceção, quando se tratasse de 
plano que passasse pela linha de terra e é 
essa exceção que estudaremos a seguir. 


Seja a fig.229, onde o plano(a) passa pela linha de terra e a reta (A)(B) com um 
ponto (A) sobre tt tt 




Fíg.229 


Fíg-230 
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Observa-se que a reta tem seus traços sobre ir 7r ' e portanto sobre os traços do .1 
no, e entretanto ela não pertence ao plano. A reta (A)(C) na mesma figura 
pertence ao plano (a) porque ambos os pontos (A) e (C) pertencem ao plano I 
tig. 230 fornece a êpura de uma reta (A)(C) pertencente ao plano tmi ' (Q ■ 


Também, quando uma reta tem um ponto sobre a linha de terra em coincidênc 
com o ponto de concorrência dos traços do plano, não podemos a priori, pela si" 3 
pies inspeção da êpura,afirmar se ela pertence ao plano. É preciso nesse caso 
rificar se mais um ponto da reta pertence ao plano. (O caso de pertinência de do' 
to a plano será estudado imediatamente a seguir). - 


Na epura da fig. 231, a reta (A)(B) não pertence ao plano de traços cxtt e utt 1 
apesar de possuir seus traços sobre os traços de mesmo nome do plano, porque 
ponto (B) não pertence b horizontal (V)(C) do plano . 
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0 pertinência de ponto e plano 


REGRA GERAL (sem exceção) : 

"Um ponto pertence a um plano quando pertence a uma reta do plano." 


Seja a fig - 232, onde são dados o plano qualquer de traços afr e air ’ e o ponto 
(A). A êpura não indica diretamente se o ponto pertence ou não ao plano e, para 
a verificação, procede-se do seguinte modo: por uma das projeções do ponto (no 
caso, pela projeção vertical A') faz-se passar uma reta (r) do plano (no caso, uma 
horizontal). Esta horizontal tem seu traço vertical sobre o traço vertical do plano 
e sua projeção horizontal é paralela ao traço do mesmo nome do plano (ver fig. 
205). 


Verifica-se que a projeção horizon¬ 
tal A do ponto não está sobre a proje¬ 
ção de mesmo nome da reta. Entãoopon 
to (A) não pertence ò reta (r) . A reta 
(r) pertence ao plano e o ponto 
(A) não pertencendo b reta (r) não per 
tencerá ao plano. 



Fig. 232 


^ e Í a ainda 
e 0 Ponto (A) 
plano. 


a fig. 233: um plano com os traços em linha reta (plano qualquer ) 
dado pelas projeções, que desejamos saber se pertence ou não ao 


s ou-se agora uma frontal (r), cuja projeção vertical r' passando por A' é paralela 
j fraço ot7T f dó plano e projeção horizontal r paralela b linha de terra. E uma 
° n ^al do plano porque o seu traço horizontal fj está sobre a ir . Verifica-se que 
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a projeção A está sobre a projeção r da 
reta e portanto, o ponto (A) pertence b 
reta (r) . Logo, o ponto (A) pertence 
ao plano porque pertence b reta (r) des 
se plano. 



Fig.233 


Obs.: Neste estudo de "pertinência de ponto e plano" podemos simplificar a ques 
tão, conforme o plano seja "projetante" ou "não projetante" . 

Diz-se que um plano é projetante, quando é perpendicular pelo menos a um dos 
planos de projeção. Assim, são projetantes, os planos: 


••• 

Horizontal 

(perpendicular a 

7 J 

•) 

— 

Frontal 

(perpendicular a 

TT 

) 

— 

Vertical 

(perpendicular a 

TT 

) 

— 

Topo 

(perpendicular q. 

TT 

’) 

— 

Perfil 

(perpendicular a 

TT 

e 


São “não projetantes" os planos oblíquos aos de projeção. São eles: qualquer, para 
leio b linha de terra e os que contêm a linha de terra. 

Então, se o plano é projetante, a épura indica diretamente se um ponto dado p 
tence ou não a ele. A simples situação de uma das projeções do ponto é sufici«C 
te para a afirmaçao. Consideremos a que plano de projeção é perpendicular o pl£ 
no dado. 
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io) Se for perpendicular ao plano horizontal (tt) , para que um ponto a ele 
nça é suficiente que possua sua projeção horizontal sobre o traço horizontal 

plano. 


per 

do 


Exemplo: Na fig. 234, vemos um ponto (A) pertencendo a um plano (a) frontal e 
projeção horizontal A do ponto sobre o traço air do plano. Na épura (fig.235), 
estando a projeção A sobre cxtt , não importa onde esteja a projeção vertical: em 
A . A" ou A'", o ponto (A) pertence ao plano. 






A m 

Â" 
Á 


dun a 


Fig. 234 


Fig. 235 


Se for perpendicular ao plano vertical(7T f )para que um ponto a ele pertença, 
® suficiente que possua sua projeção vertical sobre o traço vertical do plano. 

E *emplo: Na fig. 236, vemos um ponto (B) pertencendo a um plano (ct) de topo 
e s °a projeção vertical B' sobre o traço air’ do plano. 

épura (fig. 237) estando a projeção B' sobre oltt 1 , não importa onde esteja a 
Pí°Í e ção horizontal : em B, Bj, B ^ o ponto (B) pertence ao plano. 

(vide figuras 236 e 237 na página seguinte) 
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Na épura da fig. 238, só pela posição da 
projeção C de um ponto (C), pode-se afir 
mar que o ponto (C) não pertence ao pia 
no vertical (<*), porque aquela projeção 
não está sobre o traço correspondente do 
plano. 


Fig 238 


2«Lrit d a°T„d, e pl 'T* ™ pr0| ™ tes ': CObe "M* ° 9* ral onteriormente 

descrita, onde as figuras 232 e 233 esclarecem. 
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Seja ainda; como exemplo, a fig.239,con 
s íderando-se o plano paralelo à linha dê 
terra, ao qual deseja-se saber se lhe per 
tence o ponto (A). Traça-se por A' a pro 
jeção vertical de uma reta qualquer auxi 
liar, situando-se o traço vertical V sobre 
ot 7 T f e o horizontal H sobre cl tt . Verifi 
ca-se que a projeção horizontal A do pon 
to está sobre a horizontal VH da reta, in 
dicativo então que o ponto pertence à rê 
ta, e consequentemente, pertencendo tam 
bém ao plano. 

Quando um ponto possuir uma das proje 
ções sobre um dos traços do plano e a ou 
tra projeção estiver sobre a linha de terrcv 
entãoj nesse caso, o ponto pertence ao tra 
ço do plano onde se situar a projeção. 



Fig 239 



Exemplo: Na fig. 240, o ponto (A) per 
tence ao traço horizontal ot tt do plano 
(a) e o ponto (B) ao traço vertical air* 
do mesmo plano. 


Flg-240 
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• Retas principais de um plano 

São assim chamadas as horizontais e as frontais do plano, pela larga aplicaça 0 
que têm, na resolução de exercícios, como veremos mais adiante na parte prática 
referente a este capítulo. 

• Retas de máximo declive e máxima inclinação 


Reta de máximo declive (ou de maior declive) de um plano em relação a outro pia 
no, é , por definiçãoja reta que, pertencendo a um, forma com o outro plano, o 
maior ângulo possível. 



Dados dois planos oblíquos (a) e (3) (fig. 241), toda reta (A)(B) de máximo de 
clive de (a) em relação a (3) é perpendicular ò interseção a 3 dos dois 
nos. A recíproca é verdadeira, isto é, toda reta pertencente a (ot) e perpendicy 
lar a a 3 é de máximo declive de (a) em relação a (3) .As retas de máxj 
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declive de um plano são perpendiculares ás horizontais desse plano. Assim, na 
fjg. considerada, (A)(B) é perpendicular ás horizontais (C)(D) e (E)(F) do plano(a) 
rtanfo ao traço horizontal oc 3 desse plano. 

6 P u 

A épura de uma reta de máximo declive (fig. 242) é caracterizada por possuir sua 
projeção horizontal VH perpendicular ao traço horizontal ct tt do plano. 





Fig.242 



ta , reta de m aximo declive então define um plano, porque, pelo seu traço horizon 
;S ° ^ poderá tra S ar / perpendicularmente ò projeção horizontal da mesma, um 
•colaço de plano. Se esse perpendicularismo for no plano vertical, isto é, se a 
tém |eÇÕ ° Vertlca * da reta ^ or perpendicular ao traço vertical do plano que a con 
defi' .^' 2 ~ Se entâo que a reta é de máxima inclinação (fig. 243) ; reta essa também 

oend*'l de Um P,an ° p ° rque ' pel ° seu tra Ç° vertícal V', só se poderá traçar, pej 

ICu arm ente à projeção vertical da reta, um Gnico traço de plano. 

Probl^ resum,ndo ' P ara se traçar por uma reta dada (r) um plano que a contenha, o 
^ontaPu t0rna " se indeterminado, pois, como vemos na fig. 244, pelo traço hori 
H pode-se traçar tantos traços horizontais de planos quantos se queira (3 tt", 

T etc.) 
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Mas, se a reta (r) for de má 
ximo declive, então por H só 
um unico traço de plano pode 
rá ser traçado: é oc 7T , p e T 
pendicular b projeção r da re 
ta. O traço vertical do plano 
passará pelo traço vertical da 
reta que deverá ser determina 
do. 


Tudo o que acima foi exposto, refere-se a retas de máximo declive de um plano 
(qualquer) em relação ao plano horizontal de projeção. E a reta, de máximo declj 
ve (como também a de máxima inclinação) de um plano qualquer, será sempre uma 
reta também qualquer. 


Se o plano for paralelo ò linha ce terra ou passar por essa linha, reta de máximo 
declive de qualquer um deles, em relação ao plano horizontal de projeção, sera 
uma reta de perfil (figs. 245 e 246). (Também será de perfil a de máxima inclina 
ção do plano da fig. 245). 

As épuras respectivas, nesses casos, são as das figuras 247 e 248. 

(vide figuras 245, 246, 247 e 248 na página seguinte) 
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Fíg.245 Fig 246 


«t/r # 

/* 

r' 

Vi* 


r 9 

ViH' cL^oOr 


r 

r 

«X N 


Fig.247 


Fig. 248 
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Tratando-se de planos projetantes (planos perpendiculares a qualquer dos planos de 
projeção), tem-se : 


••• 


••• 


••• 


Plano Horizontal 


Plano Frontal 


Plano Vertical 


Plano de Topo 


Plano de Perfil 


Máximo 

Máxima 

Máximo 

Máxima 

Máximo 

Máxima 

Máximo 

Máxima 

Máximo 

Máxima 


declive : não há 
inclinação: reta de topo 
declive : reta vertical 
inclinação: não há 
decl ive : reta vertical 
inclinação: reta horizonte 
declive : reta frontal 
inclinação: reta de topo 
decl ive : reta vertical 
inclinação: reta de topo 


• Elementos geométricos que definem um plano 

Os elementos que definem um plano são: 


••• 

duas 

retas 

concorrentes ; 

••• 

duas 

retas 

paralelas; 


••• 

uma 

reta e 

um ponto 

(exterior a ela) ; 

••• 

três 

pontos 

não em li 

í n h a reta. 


Um plano sendo dado por duas retas concorrentes, já está definido, e, para se àe 
terminar seus traços, é suficiente achar os traços das retas. Unindo-se os dois tra 
ços verticais V* e VÍ das retas (r) e (s), tem-se o traço vertical air 1 do plano; 
operando-se de modo idêntico com os traços horizontais H e Hi das mesmas retas, 
tem-se o traço orrr do plano. Esses dois traços têm em TT 1 o seu ponto de con" 
corrência sobre a linha de terra tt tt V 
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sempre entretanto, os traços das retas se apresentam como no caso da 
249 Pode ocorrer que os traços verticais por exemplo, se situem, um acima 
abaixo da linha de terra, (ou ambos abaixo ou acima dessa linha), o 
acontecendo com os traços horizontais. 



fig • 

e ou 
mesmo 


Fig.249 
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Seja como exemplo a fig. 250, onde duos retas coplanares (não assinaladas na • 
pura) tem em V e V, seus traços verticais e em H e H, , os traços horizontais. 5 



Verifica-se que V está acima e V, está abaixo da linha de terra e os traços horizon 
tais H e Hl estão ambos acima daquela linha. Ao se unir V'VÍ para a obtenção 
o traço vertical an do plano, só se considera o segmento acima da linha de ter 
ra do mesmo modo que, unindo-se HHl para a obtenção do traço horizontal aí 
do plano, so se considera o segmento abaixo da linha de terra. O plano é,pois, 
sempre representado na porção útil do 19 diedro. 

Se o plano for dado por duas retas paralelas (fig. 251), é idêntico o modo de se 
achar os traços do plano. O traço vertical V da reta (A)(B) é unido ao traço de 
mesmo nome V, da reta (C)(D) que dá a conhecer o traço an ’ do plano- o traço 

zsrtsj? pE. w ® ” nido -^ Hi d ° * ra®—. ^ w. 
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Quando o plano for dado por três pontos não em linha reta, une-se as projeções 
correspondentes dos três pontos e recai-se no caso de duas retas concorrentes , o 

mesmo acontecendo quando o plano for dado por uma reta e um ponto exterior a 
ela. 


Betas de planos não definidos por seus traços 

Se* 

I a ) por exemplo, um plano definido por duas retas concorrentes (r) e (s),do qual 
deseja uma horizontal (fig. 252). Tomam-se dois pontos quaisquer, um sobre ca 
^ uma das retas, ficando as projeções verticais 1'-2' numa paralela b linha de 
a ; unindo-se as projeções de mesmo nome 1-2 e 1'- 2' , tem-se a horizon 
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tal desejada, porque o ponto 1 - 
tence ao plano das retas (r) e (s) 
pertence a uma reta (r) do plano, 
mo acontecendo com o ponto 2 - 
que pertence ò reta (s) do plano, 
a reta (1)(2) é do plano dado. 



Fig 252 


As figuras 253 e 254 nos mostram respectivamente um frontal e uma reta qua] 
quer de planos definidos por duas retas concorrentes e duas retas paralelas. 
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Se a reta dada for de máximo declive, e 
se desejar traçar uma horizontal, por exem 
p o, desse plano, não é necessário achar 
os traços do plano. É suficiente traçar a 
projeção horizontal da horizontal pedida 
perpendicular ò projeção de mesmo nomé 
da reta dada (fig. 255) e, pelo ponto co 
mum l - 1-, t raçar a projeção vertical 
paralela ò linha de terra. 

Em todos estes últimos casos, se forem de 
terminados os traços dos planos definido! 
pelas retas, constata-se que a reta solu¬ 
ção terá também seus traços sobre os tra¬ 
ços de mesmo nome do plano. 


Rg. 255 


clive 9 .°, rQ de J’ ermmar os traços de um plano definido pela sua reta de máximo de 
^ ' sem achar os traços da reta (fig. 256) 

horizlnta"! 6 tra í? r duaS horizonfah do P lano e determinar os traços verticais dessas 
Í° traço hor < - UXI T S ° S qUa ' S ' un!dos ' nos fornecem o traço vertical do plano cu 
tais auxiliarl 20 "^ ter ° qU f se [. P artde l° 3s projeções de mesmo nome das horizon 
m ° declive S ° m ° venflca S 30 ' se forem determinados os traços da reta de máxl 
no. .se constatará que eles estarpo sobre os traços correspondentes do pla¬ 

nto do píáno"^ 0 apenas um traço de um plano e as projeções de um ponto ou uma 
Seja PQra 56 determinar o outro traço, procede-se do seguinte modo: 

S5es M'^ fÍ9 ‘ 257 ^ a P enas conhecido o traço horizontal a n e as proje- 
Um P onto (A) do plano. Traça-se pela projeção horizontal A a proje 
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rno por 1 * -0 T — T' do traço horizontal octt dado, para se determinar o traço verti¬ 
cal a^ 1 em P re 9 a “ se uma-horizontal. 


Seja; por exemplo, dado o traço onr 
3 a reta (A)(B) pelas suas projeções na 
posição indicada na fig. 258. 

Traça-se por B, paralelamente ao traço 
aiT , a projeção horizontal de uma 
horizontal auxiliar, e tem-se B\4; o 
traço vertical V situa-se na linha de 
chamada que parte de V até o encon 
tro com a paralela b linha de terra 
partindo da projeção vertical B 1 . Esse 
traço V unido a A = A' ou T = T' 
faz conhecer o traço oitt 1 pedido. 



• Paralelismo de retas e planos 

facilidade do estudo, dividimos o assunto em grupos, a saber . 

a) reta paralela a plano 


••• 


••• 


19 Grupo 

b) plano paralelo ò reta 
29 Grupo: plano paralelo a plano. 


Mudando 

TA P 

a 6 paralela a um plano quando £ paralela a uma reta do plano. Assim, 


cada grupo separadamente, vem : 

a) Re TA paralela a plano 

^níQ 
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para se traçar por um ponto (A) uma 
reta paralela a um plano (a)(fig.259) 
traça-se uma reta (C)(D) do plano e , 
pelo ponto dado, a reta (A)(B) parale 
la b reta (C)(D). A reta (A)(B) é pa¬ 
ralela ao plano ( a ) por ser paralela a 
uma reta (C)(D) do plano. 

Obs.: O problema é indeterminado, vis 
to o plano conter uma infinidade de 
retas ír), (s), etc., sendo portanto 
(C)(D) tomada arbitrariamente. 




Fig.259 


Em épura (fig. 260), para se traçar 
por um ponto (A) uma reta paralela a 
um plano (a) , traça-se uma reta 
qualquer (H)(V) do plano e, paralela 
mente a esta , pelo ponto dado, a re 
ta pedida. A reta (r) ; sendo paralela 
* reta (H)(V) do plano, será paralela 
ao plano. 


Fig. 260 


Se o plano não for dado pelos traços, o problema não oferece dificuldade, pois o 
m êtodo geral é também aplicado. 



Fig. 261 


Traçou-se uma reta auxiliar qualquer (1)(2) do plano e, pelas projeções do ponto 
(M), as projeções da reta (t) paralelas ás projeções de mes^o nome da reta (1)(2). 


Quando o plano for definido pela linha de terra e um ponto, e esse ponto possuir 
projeções equidistantes da linha de terra, teremos o plano bissetor, resultando 
aí dois casos, conforme se trate do 1? ou 29 bissetor. 


19 


Caso - Reta paralela ao (g ^) 


pro^*~ ,< ^° ^ era ^ ® ainda aplicado. Uma reta pertence ao 19 bissetor, quando suas 
l e ^ oes s ão simétricas em relação b linha de terra e na qual se encontram em um 
por ° P0r 7°‘ Q^lquer ponto que pertemça b reta, terá cota e afastamento iguais 
9 Ue será um ponto do bissetor. 

Se* 

oJq ent uo o ponto (A) dado pelas projeções A e A', pelo qual se deseja traçar 
para ^ a ao bissetor (fig.262) Para isso, traça-se uma reta qualquer 
l Q , c l ue pertença ao 19 bissetor e pelo ponto dado (A) a reta (r) paralela bque 
a ° bissetor. 
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Fíg-263 


Procede-se de maneiro idêntica ao caso anterior traçandó-se utna ^Jc). 
pertença ao 2° bissetor e pelo ponto dado conduz-se a reta paralela b reta (B)l| 

A épura da fig- 263 nos mostra a reta (B)(C) do 29 bissetor e a reta (r) a ele P? 

jeções em coincidência (consideramos no caso a reta no ^ Dara lelas entre 

no 4° diedro) e a reta paralela ao 2? bissetor possu, suas pro,eçoes parale 
si, isto ê, projeção vertical paralela b projeção horizontal. 


b) PLANO PARALELO 'A RETA 


Para que um plano seja paralelo a uma reta, basta que ele contenha uma parai 
a-essa reta. E a recíproca do caso anterior. 

E„«o p=,o s. .raço, po, - pó**» (A) ”, <<’■ 

ça-se, peio ponto dado, uma reta (s) para e a a pa ralela a reta (r) • 

ços (fig. 264); qualquer plano que contiver a () P 
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Obs .: O problema é indeterminado porque uma reta não definindo um plano, pode-se 
fazer passar por ela, uma infinidade de planos. Na épura da fig. 2ó4, o plano de 
traços cxTT e a ir ' é um dos muitos planos que solucionam o problema. 


Ainda por um ponto dado, pode-se fazer passar um plano paralelo a duas retas não 
«panares, isto é, retas não situadas no mesmo plano. Para isso, pelo ponto dado 
traçam-se retas paralelas bs retas dadas e o plano dessas duas paralelas auxiliares é 
paralelo a cada uma das retas dadas. • 
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Seja na fig. 265 o ponto (A) dado pelas suas projeções A e A' e as retas (r) e ( s ) 
também dadas pelas projeções. 

Traçando-se, pelo ponto dado, retas paralelas bs retas dadas, elas serão concorrera 
tes por construção e definirão o plano de traços orrr e cxtt ' e que ê paralelo bs 
retas dadas e contém o ponto dado. 

Também por uma reta pode-se fazer passar um plano paralelo a outra reta dada. 
Messe caso, por um ponto qualquer da primeira reta, 'traça-se uma paralela b se 
gunda e o plano das duas retas concorrentes será paralelo b segunda reta por con 
ter uma de suas paralelas. 


aCTT 1 



leio 


Na fig. 266, vemos um plano cxtt , cxtt 1 traçado pela reta (r) dada e para 
b reta (s) também dada. 
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2 o Grupo: PLANO PARALELO A PLANO. 

Dois planos são paralelos quando um deles contiver duas retas concorrentes parale¬ 
las 00 outro. Então, quando isso ocorrer, os dois planos terão os traços de mesmo 
nome paralelos. (Exceção quando os planos forem paralelos ò linha de terra, como 

veremos na fig. 268). 


Seja,então (fig. 267), traçar por um 
ponto (A), dado pelas projeções A 
e A 1 , um plano paralelo a um pla¬ 
no (a) dado pelos traços cur e 
otTr f • É suficiente traçar, pelo 
ponto dado, uma horizontal auxiliar, 
fazendo passar pela projeção A do 
ponto, a projeção AV da horizontal 
(paralela portanto ao traço a ti do 
plano), e determinando-se o seu tra 
ço vertical V’. Tem-se assim a hori 
zontal (A)(V) e por V paralelamen 
te ao traço cxtt 1 do plano dado,faz 
se passar o traço 3 tt 1 do plano pê 
dido, cujo traço horizontal 6^ será 
também paralelo ao traço cxtt 



essa P^ anos forem paralelos ò linha de terra, seus traços serão paralelos a 

a ' os plenos, porem, podem se interceptar, como nos mostra a fig. 268. 

seaim^i ^ 9ura ' os P^ anos (°0 e (8) / paralelos ò linha de terra tt tt 1 se cortam 
9Undo a frontohorizontal (A)(B). 


te que Ue d * OIS plar I OS P ara,e l° s ò Unha de terra sejam paralelos entre sí, é suficien 
as interseções por um plano qualquer ou de perfil sejam paralelas. 


^ ? â ° * en hamos ainda estudado "interseção de planos" 
qui a h° r dar este assunto para o caso em questão. 


(capítulo a seguir), va 


* e Íarn 

s ‘ Ou 


n ° S pl an os (a ) e ( 3) da fig. 269 que desejamos saber se são paralelos 
n ao, e, no caso negativo, determinar sua interseção. 


entre 
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Faz-se passar um plano (y)de per 
fil que corta os planos em 1-1' e 
2-2' respectivamente. Rebatendo-se 
esse plano auxiliar de perfil, temos 
em 1 1 —1' e 2^-2' as suas interse 
çoes com os planos dados, as quais 
se cruzam em (1^, determinando o 
não paralelismo dos planos dados. 

Se 1 1 —1' e 2 1 —2* fossem paralelas* 
os planos dados também o seriam 
porque então não se interceptariam. 
Desfazendo-se o rebatimento do pia 
no de perfil, teremos em I e I 1 as 
projeções por onde passam as proje 
ções da frontohorizontal (r) que é 
a interseção entre eles. 


Rg.268 
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<- ; a traçar por um ponto dado (A) um plano paralelo a um plano (a) paralelo a 
linha de terra (fíg. 270). 



Traça-se uma reta qualquer (V)(H) que pertença ao plano (a) , ou seja, que pos 

sua os traços sobre os traços correspondentes do plano. Pelo ponto dado (A), traçã 
se uma reta que seja paralela d reta (H)(V) e por cujos traços VJ e H. passam os 
traços 0 T: e b tt do plano (3) que é assim paralelo ao plano (a) 

PLANOS paralelos aos bissetores 


I U I W í v uu 


0 d° plano paralelo ao($ T ) serc 
P er pendicular ao ( 3 ) (a recíprocc 
P or érri f não é verdaaeira). Seus traço; 
^jarâo em coincidência e serão pc 
dQ e - ^ È* n ba de terra, porque tc 
Se / ano paralelo a qualquer dos bi; 
li l P eS ® nece ssarÍamente paralelo { 
t rQ Q 1 ‘ erro (fíg - 271). A cota dc 
Co ° Ver tical do plano é iguai t 
Q f as ^ anfe ^ diferença entre cota € 
p| CJn ^ lrT1ení ' 0 de qualquer ponto dc 


oC TTsoCTT 9 

u 


Fíg. 271 
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Quando em épura os traços coincidem acima da linha de terra (como na fig271 \ 
a . diferença constante entre cota e afastamento de todos os pontos do plano é Po • 
tiva, porque é positiva a cota do traço vertical do plano. Do mesmo medo, se °~ 
traços se situarem abaixo de tt tt * , por ser negativa a cota do traço vertical çj 
plano, sera negativa a diferença entre cota e afastamento de todos os pontos d° 
plano. ***" 

a) Plano paralelo ao (3 ) 

Todo plano paralelo ao será 

perpendicular ao ( 6 ^ ) e como an 
teriormente a recíproca não é verda 
deira. Sua épura (fig. 272) é carac 
terizada por possuir os traços parale 
los à linha de terra e simétricos em 
relação a essa linha, isto é, cota 
de cxTT 1 igual ao afastamento de 
a tt 

Nesse caso, a cota do traço verti 
cal do plano e o afastamento do tru 
ço horizontal são iguais ò soma 
da cota e do afastamento de qual 
quer ponto do plano. 

Obs.: Na parte prática faremos exercícios considerando várias projeções de um pon 
to pertinente ao plane No estudo de "perpendicularismo de planos" (Capítulo V), 
voltaremos aos planos oaralelos aos bissetores. 


OCTT 1 


aC TT 


Fig. 272 


A seguir, a parte prática do Capítulo III com numerosos exercici° s ’ 
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# Exercícios referentes ao capítulo III 

53 • Determinar os traços do plano (a) definido pela reta (A)(B) e pelo ponto (C) 

(A) [2; 1 ; 3] 

(B) [ 5 ; 3 ; 1 ] 

(C) [6; 0; 2] 


SOLUÇÃO: (fig. 273) 


Unindo-se o ponto (C) 
rentes em (B). Belos 
os traçoç do plano . 


a reta (A)(B) tem-se duas retas 
aços dessas retas concorrentes 


ooncor- 

passam 



Fig. 273 
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54 • Determinar os traços de um plano do qual se conhecem uma reta frontohon 
zontal (A)(B) e um ponto (C). 

(A) [ 1 ; 1 ; 2 ] 

(B) [ 4 ; ? ; ? ] 

(C) [3,5 ; 2 ; 1 ] 


SOLUÇÃO: (fig- 2 74 ) 

Traça-se pelo ponto (C) uma 
reta qualquer auxiliar(C)(D) 
concorrente com a reta dada 
em (D) e determinam-se seus 
traços V e Hj por onde P as ~ 
sardo os traços olt\ ' e av do 
plano pedido , que e paralelo 
a linha de terra. 



Fíg274 


55 • Determinar os traços 
ponto (C). 


de um plano do qual se conhece 

(A) [ 0 ; -0,5 ; 2,5] 

(B) [ 3,5 ; -1,5 ; 0] 

(C) [ 2 ; 2 ; -3 ] 


uma 


reta (A)(B) 


e um 


descritiva I 


153 


SOLUÇÃO: (fig. 275) 

Procede-se de modo inteiramente idêntico ao caso anterior U- 
mndo-se o ponto (C) a reta (A)(B), resultam duas retas con¬ 
correntes em (B), que sao (A)(B) e (B)(C). Pelos traços verti 
ca'us dessas retas, V' e V'j passa o traço vertical a*' do plã 
n0 _ e, v _ a ° mo os ~ tra Ç° s horizontais aoinciâem com B, tem-se 
B - H ~ l Hl ‘ Ãntao, para determinar o traço horizontal atr do 
plano, basta unir T = T' a H = Hj . (SÓ considerado os tra 
ços no IV dredro). — 



56 • 


(AU^i™ ° S r aÇOS de Um plan ° definido P ela sua reta de máximo declive 
' m achar os tra ? os d ° reta. O ponto (B) pertence ao (gj) . 


(A) [ o ; 3 ; 1 ] 

(B) [ 2 ; 2 ; ? J 
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SOLUÇÃO: ( fig■ 276) 


(B) no bissetor do 19 die- 


dl7 ad é a et a e,.minâm-ií'ãí ZrilZTaU auxiliarei, aujaa projeçáe, 

zvTztrrz Jo 

veta de máximo declive, unindo se 


pi '-s C - 

V'v'i temos o traço verti - 


:i\\^z:^aZViZo >. 

jeçSes horizontais das horizontats auxrltares. 



57* Um plano é definido por três pontos (A), (B) e (C). Pede 

a) os traços do plano; 

b) uma frontal do plano que contenha o ponto (M). 

(A) [0,4,1] (C) [ 5,5; 0; 1,5] 

(B) [2; 1,3] (M) [1; ?; 1 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 277) 


item a: Como ja vimos em exercícios anteriores , unindo-se os 
pontos dados teremos duas retas auxiliares concorren¬ 
tes em (B), por cujos traços passam os traços corres- 
pondentes do plano . 


la projeção oon 
tioal do plano, 
da, por ser fro 
horizontal H 
de terra, a sua 
projeção M obti 
sa frontal (r) 
Hg esta sobre 
tem o ponto (M) 


heoida M f , parale-lamente ao 
a projeção Vertical r f da 
ntal do plano e determina—s 
de onde ^se traça parclelame 
projeção horizontal, onde 
da por uma linha de chamada 
e do plano porque seu traço 
o traço correspondente do p 


se então pe 
traço ver- 
reta pedi- 
e seu traço 
nte a linha 
se situa a 
de M f . Es- 
horizontal 
lano e con- 
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58 . Determinar os traços de um plano dado por duas retas concorrentes, uma (A) ( B ) 
qualquer e outra (B)(C) de perfil, sem utilizar rebat.mento. 

(A) [ 1 ; 3 ; 0 ] 

(B) [ 3 ; 0 ; 4 ] 

(C) [ ? ; 1,5 ; 1 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 278) 

Do vonto (C) não foi dada a absaissa; mas nao precisava mesmo 
ser dada porque a reta (B)(C) e' de perfil e portanto a abscvs 
sade(OS a mesma de (B). As duas retas sao concorrentes em 
(B) mas como não se pode usar rebatimento , por exigencta do 
problema 3 transforma-se o ponto de ^ncorrencta para (Af umn 
do-se AC e A’C e tem-se asstm a reta auxvlvar (A)(C) da quat 
V' é o seu traço vertical. Unindo-se V ’ V 1 tem-se o traço 
air' do plano pedido cujo traço horizontal an passa por H. 
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59 • O mesmo exercício anterior, porém as retas que definem o plano estão na se 
guinte situação: 

(A) [ 1,5 ;-2 ; 2] 

(B) [ 4 ; -4 ; 4 ] 

(Q [4;. 2; 0,5] 

SOLUÇÃO: (fig- 279) 

Como no caso anterior, traçamos a reta auxiliar CAl(C) cujos 
traços são V[ e Hj- Quanto à reta (A) (B) como suas projeções 
coincidem s seus traços V r e H também coincidem em tt tt f . Unin 
do-se V T Vj tem-se o traço oítt 1 pedido e o traço a tr g obtido 
unindo-se EH j. 



(C ^r nar ° S traS ° S de um plan0 dado P° r duas re ías concorrentes (A)(B) e 
çS i: em que 05 duas projeções de cada uma delas coincidem com as proie 

Qe nome contrário da outra. 

(A) -[ 2 ; 0 ; 0] (C) [ 3 ; ? ; ? ] 

(B) [ 8 ; 3 ; 5] (D) [ 6 ; ? ; ?] 
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SOLUÇÃO: (fig. 280) 

Loca-se a veta (A)(B) dada pelas coordenadas dos pontos CA) e 
(B) e-quanto d reta ( C) (D) não joferece^ dificuldadejx sua ve* 
presentaçao porque suas projeçoes estão em coincidência com 
as projeçoes de nome contrario de (A) (B). 

Une—se um ponto qualquerj (B) por exemplo, de uma das retas* cl 
outro ponto qualquerj (C) por exemplo, da segunda retardai ve 
sultando a reta auxiliar (B)(C) por cujos r traços passam os tva 
ços OL tt e a tt T do plano , que estão em linha reta porque os 
traços da reta (A)(B) coincidem sobre tttt 

OBS. Como verificação, unindo-se em outro ponto CD) por exem¬ 
plo da segunda reta, ao mesmo ponto (B), resultaria na ve 
ta' auxiliar (B)(D) que terã seus traços sobre os traços 
correspondentes do plano. 



61 


Dá-se um plano definido pela reta de perfil (A)(B) e pela projeção horizo 
da reta de máximo declive (A)(C). Pede-se determinar: 
a) os traços do plano; b) a projeção vertical da reta (A)(C) 

(A) [ 1 ; 2 ; 3] (B) [ 1 ; 4 ; 1 ] (O [ 3 ; 3 ; ? ] 
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item b. 


SOLUÇÃO: (fig. 281) 

item a: Rebate-se o plano de perfil que contem a reta (A)(B) 
cujos traços são V e H (para se obter o traço hori¬ 
zontal H, desfaz-se o rebatimento como já sabemos).Por 
H •> P er pendicularmente ã projeção 'conhecida AC, faz-se 
passar o traço horizontal atr do plano pedido, cujo 
traço vertical air 1 passará por V*. 

Se a reta (A)(C) e do plano, seu traço horizontal R n 
devera estar sobre o traço correspondente do plano j 
logo, na vnterseçao atr com AC, teremos R 1 que ê o tra 
ço horizontal da reta de máximo declive, e dai, por 
ma linha de chamada, f determina-se h[ sobre a linha de 
terra. Unindo-se A^j teremos a projeção vertical C f 
sobre a mesma linha de chamada em que está, a projeção 
C e portanto A t C t e a projeção vertical pedida. 


AV)IV' 



Fig. 281 


1 
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62 • Traçar uma reta de máximo declive de um plano (A)(B)(C), sem determinar os 
traços do plano. 

(A) [ 0 ; 3 ; 4 ] 

(B) [ 3 ; 1 ; 0 ] 

(C) [ 5 ; 4,5 ; 3 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 282) 

Locados os pontos dados, tem-se as retas auxiliares (A) (B) e 
(B)(C) concorrentes em (B), e que definem o plano cujos tra¬ 
ços não podem ser determinados por exigência do problema.Tra 
ça-se então uma horizontal auxiliar (C)(D)^do plano dado e ,cq 
mo a reta de máximo declive tem sua projeção horizontal per¬ 
pendicular a projeção horizontal de qualquer horizontal do pia 
no, traça-se BE perpendicular a CD e tem-se E ' sobre C'D'. A 
reta (B)(E ) ê de máximo declive do plano dado. 



Fig.282 
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63 • O mesmo exercício anterior, com os pontos (A), (B) e (C) nas seguintes posi 
ções : 

(A) [ 0 ; 2 ; 4 ] 

(B) [ 3 ; 5 ; -3 ] 

(C) [ 5 ; -2,5 ; 1 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 282) 

Locados os pontos, procede-se âe modo inteiramente idêntico 
ao caso anterior, aparentando dificuldade pela situação dos 
pontos. Traçou-se a horizontal auxiliar (C)(D) e por B (proj 
ção horizontal do ponto de concorrência ), traçou-se BE perpe 
dicular a projeção horizontal CD da horizontal (C)(D). Deter 
minado E, por uma linha de 'chamada tem-se E’ sobre C’D' ( seu 
prolongamento) e (B)(E) i a reta pedida. 



1 |K> 
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64 • Traçar uma reta de máxima inclinação de um plano definido por duas reta s 
paralelas (A)(B) e (C)(D), sem determinar os traços do plano. 

(A) [ 0 ; 4 ; 1 ] (C) [ 5 ; 3 ; 2 ] 

(B) [ 3 ; 2 ; 4 ] (D) [ 8 ; ? ; ? ] 


SOLUÇÃO: (fig. 284) 

Locadas as retas paralelas s traça-se uma frontal ^auxiliar do 
plano j (C)(F) por exemplo, em que a projeção CF e paralela a 
linha de terra e a seguir outra frontal (B)(E). 

Evidentementej as projeções verticais das frontais são parai 
las e qualquer reta do plano cuja projeção vertical for per 
pendicular ãs projeções verticais das frontais 3 serã uma reta 
de máxima inclinação do plano. Traça-se então l t 2 t perpendicu 
lar ãs projeções B t E t e C 1 F t e s por linhas de chamada se te¬ 
rá 1 sobre CF e 2 sobre BE. A reta (1)(2) e de máxima inclina 
ção do plano dado. 



i ia* 
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65 • Mesmo exercício anterior mas com as retas (A)(B) e (C)(D) na seguinte situa 
ção : 

(A) [ -3 ; -1 ; 3 ] (C) [ 0 ; 1 ; 2 ] 

(B) [ 3 ; 1,5 ; -2] (D) [ 4,5 ; ? ; ? ] 

SOLUÇÃO: (fig. 285) 

procede-se de modo análogo ao exercício anterior e a épura a- 
parenta dificuldade pela situação das retas. 

Traça-se uma frontal auxiliar (B)(F) onde o ponto (F) ê toma¬ 
do arbitrariamente . A projeção horizontal dessa frontal pas¬ 
sando por B corta a projeção CD em E que faz conhecer E’ so¬ 
bre C' D ’ e unindo-se B'E' tem-se F' na linha de chamada le¬ 
vantada por F. Uma segunda frontal auxiliar.de projeção ho¬ 
rizontal MD corta a projeção AB no seu prolongamento em G que 
da G' no prolongamento de A'B'. Como as projeçães verticais 
das frontais auxiliares evidentemente são paralelas,basta tra 
çar F M^ perpendicular a essas projeções verticais e a reta 
(F) (M) e - - « - 


Â 


A 


































164 


PRÍNCIPE 


66 • Determinar uma reta de perfil que pertença 
ponto (T) 

(T) [ 0 ; 0 ; 0 ] 


a um plano ) ' 

oTtt 1 = + 50° 
a 7T = - 40° 


que contém o 


SOLUÇÃO: (fig• 286) 



An n7ano süo determinados da forma como fox explxca 
Os traços do plana sa0 dwas retas bor izontaxs auxxlxares 

do na ftg.- 18S. Tra ? a . oada uma de i as marcam-se os pon- 

do planOj (?) e (s) s e . nervendioular a Ivnha de 

tos (A) e (B) qu,e TTperfTl e pertence ao plano dado 

terra. Essa reta . , g . per tencem ao plano por per— 

porque, seus dois pontos (A) e IBJ perxen 

tencerem à retas d °TitT°o rebatimento do plano de perfil que 
Como verxfxcaçao, jexxo o (Ai)(Bi) tem seu traço 

contém a reta solução, verxfo P i ano \ desfeito o rebati 

vertical sobre o aarrespondent* do P lan _°/> s 
mento, também o traço horxzontal acna 
do plano, confirmando assxm pertencer 


se sobre o horizontal 
a reta (A) CB) ao plano 
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67 • Dada uma reta (A)(B) determinar um ponto (C) da reta 
to igual a três vezes q cota. 

(A) [ 1 ; 4,5 ; I ] 

(B) [ 5 ; 2 ; 2,5] 


que tenha oafastamen 


SOLUÇÃO: (fig. 287) 

Queremos determinar as projeções de um ponto da reta, que pos 
sua cota e afastamento em uma razão dada (no caso 1/3). 

0 lugar geométrico^ dos pontos que possuem cota e afastamento 
numa razao dada, é um plano definido pela linha de terra e um 
ponto que mantenha a mesma razão. Então, toma-se arbitraria¬ 
mente o ponto D', que é a projeção vertical de um ponto (D) 
objetivo, sobre a projeção vertical A ’B’ da reta dada e,sobre 
a linha de chamada desse ponto, marca-se o afastamento igual 
a tres vezes a cota e tem-se D • 

A reta (E)(D) do plano definido pela linha de terra e ponto 
(D) possuiJodos os seus pontos na razão 1/3. A interseção 
das projeçoes horizontais AB e ED nos fornece a projeção hori 
zontal C do ponto pedido, cuja projeção vertical C estará sô 
bre A B’. Assim o ponto (C) pertence ã reta (A)(B) e satisfaz 
ao problema. 



Fig. 287 
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68 • Determinar um ponto da reta (A)(B) que pertence ao (g^) 

(A) [ 1 ; 0 ; 2 ] 

(B) [ 5 ; 2 ; 1 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 288) 

Nesse caso, a razão é 1> pois cota e afastamento do ponto pe¬ 
dido são iguais . 

Procede-se de maneira análoga ao exercício anterior, tomando- 
se um ponto D' em qualquer parte de A r B r e determinando-se a 
projeção horizontal D de modo a que (D) se situe no primeiro 
bissetor . A interseção AB com DE e o ponto C que faz conhecer 
C f sobre A f B0 ponto (C) e a solução 



69 • O mesmo exercício anterior com a reta (A)(B) na seguinte situação: 

(A) [ 2 ; -3 ; -1 ] 

(B) [ 6 ; 0 ; -3,5 ] 


descritiva I 
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SOLUÇÃO: (fig. 289) 

De maneira idêntica 
cio anteriors tem-se 
ponto pedido. 



70 • Determinar sobre uma reta (A)(B) 
to seja igual a 2 . 


(A) 

(B) 


um ponto cuja razão entre cota eafastamen 

[0; 3; 1 ] 

[ 4 ; 1 ; 4] 


S °LUÇA0: (fig. 290) 
s ~ 

ou ° entre^ cota e afastamento ê 2, temos que z/y = 2 

p rQ Z ~ -> isto e y cota z igual a duas vezes o afastamento y . 

de-se então de modo idêntico aos últimos exercícios, to- 
Qot~ Se arb ^ trar ^ arnent e um ponto D sobre AB e marcando-se a 
4 »^ igual ao dobro desse afastamento . As projeçoes verticais 
0 e D f E' se interceptam em C ' que faz conhecer C sobre AB . 
dn 0r L t0 ( C ) d a reta (A) (B) está na razão pedida (cota duvla 
0 afastamento). 
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71 • Determinar sobre a reta (A)(B) um ponto cuja relação entre afastamento e co 
ta seja igual a -3 . 

(A) [ 1 ; 3 ; 1 ] 

(B) [ 5 ; 1 ; 3,5 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 291) 

A relação será pois y^/z - -3 ou y - -3z o que significo- a fo^ 
tamento igual a tres vezes a cota z, mas, de sinal cor \ j 0 
rio, isto é, afastamento positivo e oota negativa (poae 
ser também afastamento negativo e oota positiva ). ^ ^ toM a 

Marea-se arbitrariamente o ponto D' í cota) sobre A B e 
se o afastamento D (negativo) igual a* trés^ vezes a cota . - 

do-se D a E e prolongando-se até a projeção AB (no caso o e ^ 
longamento de AB) tem-se a projeção C que, por uma lintia ^ 
chamada faz conhecer C f sobre o prolongamento^ de A B . 
to (C) esta na razão dada (afastamento positivo igual a 
vez^s a cota negativa ). 
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72 . 


Determinar sobre a reta de 
mento na relação 2/3. 


perfil (A)(B) um ponto que possua cota e 

(A) [0 ; 3,5 ; 4,5] 

(B) [ 0 ; 6 ; 1 ] 


afasta- 


S ° LU ÇÃ0: (fig. 292) 


Z° ada o 

Ponte 

Pa *« a n 


na epura, marca-se na mesma linha de chamada, 
(M) que^satisfaça a relação, isto é, duas unidades 
^ta e tres unidades para o afastamento . Feito isso,re 
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bate-se o plano de perfil que contém a reta dada e tem- Qe 
(Ax)(Bj) e (Mi ). Esse ponto (Mi) ^une-se ao ponto de interse - 
çdo da linha de chamada que contém a reta dada com a linha de 
terra e qualquer ponto dessa reta O(Mi) terâ sempre cota e a - 
fastamento na relação dada . Assim, o ponto (Cj) sobre (A-j)( b 2 ) 
ê a solução e, desfeito o rebatimento, tem-se (C) pelas proje - 
çoes Ce C', 



73# Determinar os traços de um plano (a) , concorrentes em tt tt 1 e simétri 
a essa linha e que contém a reta (A)(B). 

(T) [ ? ; 0 ; 0 ] 

(A) [ 0 ; -4 ; 1 ] 

(B> [ 5 ; -1 ; 3 ] 
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S0LVÇÃ0: (fig. 293 ) 

locada a reta dada, o jalun o poderá ficar embaraçado para tra¬ 
çar o plano, porque já sabe que uma reta só não define o pla¬ 
no ; mas 0 plano possui os traços simétricos ã linha de terra, 
onde concorrem num mesmo ponto . 

Como cada um dos traços do plano é o lugar geométrico dos si¬ 
métricos do outro traço em relação ã linha de terra, obtém-se 
o traço horizontal cx tt unindo o traço horizontal (H) da reta 
ao simétrico Vj do traço vertical ( V). Assim, w\ = VV ' ^ da 
mesma forma, para se obter o tração vertical cx tt * uniu-se* do 
traço vertical V 9 da reta ao simétrico H 1 do traço horizontal 
(H), tudo em relação ã linha de terra . Os traços pedidos são* 

pois, 0t TT C CX TT f . 


jn(H) 



Fíg.293 
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74 0 Mesmo exercício anterior, onde a reta (A)(B) possui o ponto (A) no (R ) e 0 
ponto (B) no ( B ) • 

1 (A) [ 2 ; -1 ; ? ] 

(B) [ 6 ; ? ; -4 ] 


SOLUÇÃO: (fig . 294) 

Do ponto (A) não é conhecida a cota; mas estando ele no (S p ) 
facilmente é traçada sua épura (ponto_no 2. diedro), o mesmo 
acontecendo com o ponto (B) do qual nao e conhecido o afasta¬ 
mento, mas que esta no (B )áo 3° diedro em virtude dacotaser 
negativa. Procedendo-se tal como no exercício anterior, an e 
aiT T são os traços pedidos. 



t 


Fíg.294 
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75* Determinar os traços de um plano definido pelas retas (A)(B) e (Q(D).Opon 
to (D) está sobre uma reta de perfil (M)(N) e (C) deve ser tomado sobre 
(A) (B) em um ponto cujo afastamento seja igual a três vezes a cota* 

(A) [ 5 ; 1 ; 2 ] (D) [ 12 ; ? ; -5,7] 

(B) [ 9 ; 4,5 ; 5] (M) [ 12 ; -2,5 ; 1 ] 

(N) [ ? ; 0 ; -1,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 295) 


Locado s todos os pontos dados, rebate-se o plaho de perfil que 
contém a reta (M)(N) e obtém-se (M^)(Nj), Se o ponto (D) está 
sjobre (M)(N), traça-se por D r (projeção conhecida) a paralela 
a linha de terra até encontrar o prolongamento de (^j)(N^) e 
obtém-se j que faz conhecer a projeção horizontal D, 

Para se determinar o ponto (C), procede-se exatamente como no 
exercicio o7 (fig, 287) e teremos a reta (C)(D) pelas suas 
projeçnes CD e C f DPelos traços das retas (A)(B) e (C)(D) 
passam os traço^ a m e a7T f pedidos , 


Vide 


siOURA 296 NA PÁGINA SEGUINTE 
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Fig.295 
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yg • Preencha as lacunas: 

1) 'As retas que podem estar contidas em um plano vertical são : 


2) Um ponto pertence a um plano quando 


3) Diz-se que um plano é projetante quando 


4) As retas principais de um plano são 


5) O único plano projetante que não possui reta de máximo declive é o 

. e o que não possui reta de máxi¬ 
ma inclinação é o . 

6) As retas de máximo declive e de máxima inclinação de um plano de perfil, 

são respectivamente . 


7 ) Os elementos geométricos que definem um plano são 


0 \ 

D °'S planos são paralelos quando 


9) D . 

planos que possuem os traços de mesmo nome paralelos são paralelos, ex 
Ce to planos . 

a de um plano paralelo ao 2? bissetor ê caracterizada por possuir os 
seus traços . 


10 ) 


Obs.. 


*A soluç^ 


encontra-se no fim deste capftulo após a solução do exercfcio 98. 
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77. 


Por um ponto dado (A), 


traçar uma reta (A)(B) paralela a um plano (a) 


(T) [ -1 ; 0 ; 0 ] 

(A) [ 3 ; 1 ; 2 ] 

(B) [ 5,5 ; ? ; ? ] 


^ f 

aTT = + 60° 

A 

a tt = _ 4Qo 


SOLUÇÃO; (fig. 296) 

0 problema é indeterminado porque> por um pontOj pode-se fa¬ 
zer passar uma infinidade de retas* 

Traça-se uma reta qualquer (H)(V) dô plano e pelo jponto dado ò 
traça-se (A)(B) paralela a reta (H)(V). As projeçoes de (B) 
situam-se na linha de chamada de absoissa dada. 
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78 • Por um ponto (A), traçar uma reta (Á)(B) paralela a um plano (a) de topo 
que contém o ponto (C). 

(T) [ o ; 0 ; 0 ] (B) [ 4 ; ? ; ? ] 

(A) L 1 ; 1 ; 3 1 (C) [ 6 ; 2 ; 4 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 297) 

Como no exercioio anterior y traça-se uma reta qualquer auxili 
ar (H)(V) do plano e pelo ponto (A) traçou^se a reta (A)(Bl 
paralela a (H)(V) situando-se o ponto (B) na linha de chamada 
de abscissa dada. 0 traço vertical aTT 1 do plano foi traçado 
por se saber que^ ele contém o ponto (C) e portanto nele se si 
tuando a projeção vertical C' 
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79» Por um ponto (A) troçar uma reta (A)(B) paralela ao plano definido pelo pon 
to (C) e a linha de terra. 

(A) [ 0 ; -1,5 ; -2] 

(B) [ 3 ; ? ; ? ] 

(C) [ 1 ; 1 ; 1,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 298) 

Traça-se arbitrariamente uma reta qualquer auxiliar (D)(C)que 
pertença ao plano tt tt 1 (C) isto é> reta que tenha seus traços 
sobre tt tt 1 . Basta traçar pelo ponto dado uma reta paralela 
d essa auxiliar arbitraria. Note-se que o ponto (A) esta no 
39 diedro e portanto AB deverá ser paralela a CD e A f B r a 0'Dl 
situando-se o ponto (B) na linha de chamada de abscissa igual 
a 3. 



80 • Por um ponto dado (A) traçar duas retas (A)(B) e (A)(C) paralelas respectiva 
mente aos bissetores. 

(A) [ 3 ; 1 ; 1,5] 

(B) [ 6 ; ? ; ? ] 

(C) [ 7 ; ? ; ? ] 


SOLUÇÃO: (fig. 299) 

Traçam-se duas retas arbitrárias (E)(D) e (I)(G) que perten 
çam respectivamente aos bissetores (3 e 3 ).A seguirías 

retas paralelas ás retas arbitrária^ ^ partindo de (A)>qu e t sCL 
(A)(B) e (A)(C) S situando-se os pontos (B) e (C) nas linhv 
de chamada de suas respectivas abscissas . 


DESCRITIVA I 


179 



. , ■ - ' 11 um ui .paraieia ao planoíc 

ado por duas retas concorrentes (C)(D) e (D)(E). Destacar o segmento no 
a«edro da reta solução. 

(A) [ -1,5 ; 1 ; -2] (D) [ 2 ; -2 ; -1 ] 

< B > [ 4 ; ? ; ? ] (E) [ 3 ; 0 ; -2 ] 

(C) [0 ; 0 ; -3,5] 































180 


PRlNClpg 


SOLUÇÃO: (fig. 300) 


As retas que definem o plano es 
tão no 39 diedro e consequente¬ 
mente a frontal arbitraria (r) 
desse plano também estarã no 39 
diedro . 

Traça-se então, do ponto (A) a 
frontal (A)(B) paralela ã fron¬ 
tal arbitraria (r) tendo o pon¬ 
to (B) suas projeções na 'linha 
de chamada de abscissa dada . 

0 segmento do 19 diedro é (B)(H), 
onde (H) ê o traço horizontal 
da frontal . 



Fig. 300 


82 • Por um ponto dado (A), fazer passar um plano paralelo a uma reta (B)(C). 

(A) [ 1 ; 1 ; 1,5] 

(B) [ -0,5 ; 3,5 ; -2] 

(C) [4 ; -1 ; -0,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 301) 

Locada a reta e ponto dados, ^traça-se pelo ponto (A) uma retc^ 
qualquer auxiliar, paralela ã reta (B)(C) dada, cujos 
são (V) e (H). Qualquer plano que passar po^r esses traços 
e (H) resolve o problema que, como se ve, é indeterminado ■ 
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83 

• Por um ponto dado Al, traçar urn plano paralelo a uma reta (B)(C) de perfil 

(A) [ 1 ; 2,5 ; 3 ] 

(B) [ 5 ; 2 ; 4 ] 

(C) [ ? ; 3,5 ; 2 1 


^VÇÃO: (fig 


. 302) 


(B l)}c 1 e ° p 

de r Cl {- p or 

P0i d j } P°* 
<lUel d °■ C°mo 
£s Sp P ian o qu 
oq . 9 v °blema 

yi ° (a^° S 

; que p 


lano 
(Ai) 
cont 
cujos 
s e ve 
c pas 
admi 
reta 
assar 


de perfil que ^contém a reta (B)(C) e 
L °btido também pelo rebatimento do 
em, traça-se uma reta paralela ã 
traços V 9 e H passam os traços do 
o problema e indeterminado porque 
sar por V ' e pqr H resolve a questão . 
te outra solução. (f-fg. 303). Determinar 
de perfil dada quejao V' e H. Qualquer pl 
por esses traços e j wi plane que eontém a v 


tem-se 
p lano 
reta 

pl ano 
9 ua t- 
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ta de perfil. Desse plano (a)., traça-se arbitrariamente uma re 
ta (r) horizontal auxiliar, e pelo ponto dado (A) outra kori~ 
zontal "paralela a anterior. 

Qualquer planoí 3 ) por ejcemplo, que aon,tiver a horizontal 
(A)(Vi), resolve a questão. 0 jplano (6 )ê paralelo ao plano(a) 
e, sendo paralelo a (ot)j também o sera de qualquer reta(B)(ç\ 
desse plano. »í 



H:(H) 


Fíg. 302 
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OUTRA SOLUÇÃO PARA 0 PROBLEMA 83 (fig. 303). 



r íg. 303 
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84 a Mesmo exercício anterior, mas com a reta de perfil na seguinte situação: 

(A) [ 1 ; 2 ; 3 ] 

(B) [ 5 ; 4 ; -1 ] 

(C) [ 5 ; 2,5 ; 1 ] 

SOLUÇÃO: (fig . 304) 



Fig. 304 
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Utiliza n do-se a segunda solução do exercício anterior, obtemos, 
e lo rebatimento , (Bi)(gj) por cujos traços V ' e H passam os 
traços de um plano (a) arbitrãrio. A seguir, traça-se uma hori 
z ontal qualquer, (r) por exemplo, de projeçoes r' e r e que 
v ertença ao plano (a). Do ponto dado, traça-se outra horizon¬ 
tal AVj, A 1 V[, paralela a horizontal (r). Qualquer plano, co¬ 
mo o(S>)P or exemplo, que contiver essa ultima horizontal, so¬ 
luciona. 


85 # Grífe o C ou o E conforme a proposição esteja certa ou errada respectivamente. 


1 

Os ângulos que os traços de um plano formam com a linha 
de terra são contados no sentido direto, (contrário aos pon 
teiros). 

C 

E 

2 

Exceto o plano qualquer que pode conter quatro retas dife 
rentes, os demais planos só podem conter três retas tam¬ 
bém distintas. 

C 

E 

3 

Toda reta contida num plano de perfil é uma reta de 
perfil. 

C 

E 

4 

Toda reta que possuir seus traços sobre os traços corres¬ 
pondentes do plano, pertencerá a esse plano, sem exce¬ 
ção. 

C 

E 

5 

Sempre que um ponto objetivo possuir uma projeção sobre 
o único traço correspondente de um plano projetante, o 
ponto pertencerá ao plano. 

C 

E 

6 

Em todo plano paralelo à linha de terra, tanto a reta de 
máximo declive como a de máxima inclinação serão sem 
pre retas de perfil. 

C 

E 

7 

Em um plano frontal não há reta de máxima inclinação. 

c 

E 

8 

Toda reta paralela ao 29 bissetor possui suas projeçoes 
simétricas em relação à linha de terra. 

c 

E 

9 

Todo plano paralelo a um dos bissetores será perpendi¬ 
cular ao outro bissetor. 

c 

E 

10 

Sempre que dois planos possuírem os traços de mesmo 
nome paralelos, são paralelos. 

c 

E 
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Obs.: A solução a esses quesitos acha-se no fim deste capftulo, após as respostas 
ao exercício 76. 


86 • Por um ponto dado (M), traçar um plano paralelo a duas retas (A)(B) e 
(C)(D) não coplanares . 

(A) [ 0 ; 2,5 ; 1 ] (D) [ 10 ; 1 ; 0 ] 

(B) [ 2,5 ; 1 ; 2 J (M) [ 4 ; 2 ; 1,5 ] 

(C) [ 7 ; 3,5 ; 3,5 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 305) 

Pelo ponto dado traçam-se as retas (r) e (s) paralelas às re¬ 
tas dadas e por cujos traços passam os traços correspondentes 
do plano . 
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g7 • P° r uma re * a (A)(B), fazer passar um plano paralelo a uma reta (C)(D) da( 3 ) 


(A) [ 2 ; 3 ; 1 ] 

(B) [ 5 ; 0 ; 5 ] 


(C) [ 1 ; 5 ; ? ] 

(D) [ 10 ; 0 ; 0 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 306) 

do ponto (C) não e dada a jcota; mas como a reta é do bissetor , 
todos os^seus pontos também o serão, e portanto 3 a cota desco 
nhecida é igual ao afastamento . De um ponto qualquer (M) toma 
do arbitrariamente sobre (A)(B) y traça-se uma reta (r) paralê 
la a reta (C)(D) e essas duas retas concorrentes definirão o 
plano {a) pedido, de traços citt e cxtt 1 que passam pelos traços cor 
respondentes das retas concorrentes, 



O ICb 1 
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88 • Por uma reta (A)(B) fazer passar um plano paralelo a uma reta (C)(D) do(g 

(A) [ 0 •; 1 ; 2 ] (C) [ 5 ; 0 ; 0 ] 

(B) [ 3 ; 1 ; 1 ] (D) [ 7 ; -4 ; 4 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 207) 

Exercício semelhante ao anterior ♦ Pelo ponto (B) do reta dada , 
traçou-se a reta (V)(Hj) paralela a reta (C)(D) do p) e as¬ 
sim as duas retas concorrentes em (B) definem o plano (a). 



89 ^ Por uma reta (M)(N) frontohorizontal, traçar um plano que seja paralelo a 
uma reta dada (A)(B). 

(M) [ -3 ; 1,5 ; 2] (A) [ 0 ; -2,5 ; 2,5 ] 

(N) [ 1; ? ; ? ] (B) [ 3 ; 0 ; -1 ] 

SOLUÇÃO: (fig. 308) 

Locadas as retas dadas , faz-se passar por qualquer ponto daj‘% 
ta frontohorizontal (no caso pelo próprio ponto de projeÇ° e 
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M e M r ) j uma reta (r) paralela h. reta (A) (B), por cujos tra¬ 
gos passarão os traços do plano (a) paralelo a linha de terra. 



Ag 

• Traçar por um ponto (A) unia reto paralelo à reta (B)(C) e determinar os tra 
ços do plano que contenha essas duas retas. 

(A) [ 3 ; -2 ; -1,5] 

(B) [ 2 ; 2 ; 3 ] 

(C) [ 5 ; 0 ; 6,5] 


S °LVÇÃO: (fig . 209) 

S Q ^ a " se pelo ponto (A), do 29 
(rv\ eta dada e o plano das duas 
VQt) Pedido. 


diedroj uma reta (r) paralela 
retas paralelas define o plano 
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C 'iV' 



91* Conhecida a projeção vertical de uma reta (AB) de máxima inclinação 
um plano e uma reta (M)(N) desse plano, determinar: 

a) os traços do plano; um a 

b) uma reta horizontal do plano de cota igual a -£ 
frontai de afastamento igual a -1,5. 

(A) [ 0 ; ? ; 2 ] (M) [ 4 ; 1,5 ; 4 ] 

(B) [ 3 ; ? ; 1 ] (N) [ 0 ; 0 ; 0 ] 
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SOLUÇÃO; (fig. Z10) 

a ) Se a reta (M)(N) é do plano 9 conclui-se que (N) é o ponto 
por onde passarão os traços do plano ; e como A r B r é a pro 
jeção vertical de uma reta de mãxima inclinação, traça-se 
diretamente oitt 1 perpendicular a A r B f . 

Quanto ao traço horizontal our obtém-se da seguinte manei 
va: se as retas (A)(B) e (M)(N) pertencem a um mesmo plano 
e se as suas projeções verticais se cortam em 0 f , elas são 
concorrentes e portanto> teremos 0 soBre MN. Onde o traço 
vertical au 1 intercepta A f B f teremos o traço vertical V r que 
nos dã V sobre a linha de terra. Unindo-se 0V e prolongán- 
do-a nos dois sentidos, tem-se o traço horizontal H da re 
ta de mãxirrra inclinação e por onde passa o traço oitt do pia 
nc tí a projeça horizontal A c^ue situa o ponto (A) no 29 
diedro. Tem-s* assim a projeção horizontal AB da reta de mã 
xima inclinação da qual sé era conhecida a projeção verti¬ 
cal. 

b) a horizontal (C)(D de cota -2 (D r sobre o prolongamento 
de a 7 T f ) e a frontal CE'(F) com afastamento -1,5 (E sobre 
o prolongamento de oiti ) solucionam o 29 item. 


Fig. 310 
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92 • D6-se um plano definido pelos pontos (A), (B) e (C). Pede-se : 

a) os traços do plano definido pelos pontos; 

b) os traços de um plano que, contendo o ponto (M) seja 

paralelo ao plano dos pontos (A), (B) e (C). 

(A) [ 10 ; 2,5 ; 1 ] (C) [ 11 , 0 ; 4 ] 

(B) [ 12 ; 1,5 ; 3] (M) [ 5,5 ; 1,5 ; 2 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 311) 

a) Os traços do plano definido pelos pontoe dados são obti¬ 
dos com auxilio das retas horizontais auxiliares (1)(B) e 
(2)(F) por cujos traços ' verticais V* e Vi passa o traço air 1 
sendo orrr paralelo às projeções horizontais das horizon¬ 
tais auxiliares . 
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b) Traça-se uma reta qualauer (r>) 

determinado no item anterior, TpVlTVTt^Dr 

TjT/“ ? E *v P V 

ralelo ao plano ( a ) aços do plano (3) que é pa¬ 


to • Dâ-rse um plano definido pela reta ÍAlfRl » „ _ , . . 

ptrtr—* pi ”~ - —*■« sí ío ts&jsn 

(A) ^ 1 ; 1 ; 2 ] (c) [ s ; i ; i,5 ] 

(B) [ 4 ; 3 ; (D) [ 7 ; -1 ; ? ] 

SOLUÇÃO: (fig. 2J2 ) J 


(A)(B) * ° ÍD) ^ PW (a), cujos tragos 



Hg. 312 
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foram determinados unindo-se o ponto (D) ao ponto (B) e pas¬ 
sando pelos traços dessas retas concorrentes, que sao V e y* 
(traços verticais) e H e Hj (traços horizontais). 

Do plano (a ) traçou-se uma reta qualquer (r) auxiliar e pel 0 
ponto f (C) dado, a reta (s) paralela a reta (r) por cujos tra¬ 
ços V 3 e H$ passam os traços do plano (3) paralelo ao plano(çx) 
ou seja, traços Btt e Btt 1 paralelos respectivamente aos traços 
a 7T e a tt f . 


94 • Determinar os traços de um plano que contêm o ponto (A) e é paralelo ao 

(A) [ 0 ; 1 ; 3 ] 




SOLUÇÃO: (fig. 313 e 314) 




Fig. 313 Fig. 314 


Podemos operar de dois modos distintos: o primeiro, que p 
se dizer, è o método clássico, consiste em se traçar uma 
(r) do primeiro bissetor (fig* 313) e pelo ponto (A) dado 
ma reta paralela a (r) e por cujos traços V f e H passarao 
traços coincidentes do plano pedido(cLi\ scrrr * ) 


ode' 
■po t e 


3 08 
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En tretanto podemos simplificar o traçado da Spura pois como 
vt mos ^ando estudamos plano paralelo ao(Bj), a cota do’ traço 
vertical do plano e igual a diferença entre a eota e o afasta 
mento do ponto (A) do plano. No caso presente, a cota é Z vo 
sttiva^ e afastamento 1 também positivo. Então, a diferença 
/ " 1 como % P ° S l tZVaj ° 4 ue significa que os traços do* plano 

(que, comoja sabemos sao coincidentes e paralelos à linfa de 

te f a lofA/f ) Uam A a ° Vma - da ~ Unha de terra vertical' de 

cota positiva). As projeçoes do ponto se situam a distâncias 

igU AltãícZ\ S d0S do plan °• As.sim, no caso, (fig. 314) 

a Í/Aão a • % dapro J e ? a f 4 a igual à distância d da 

prajeçao A aos traços do plano. Então dado o ponto pelas su¬ 
as coordenadas, e suficiente fazer passar o traço Vertical do 

plano (com o qual o horizontal coincide) paralelo a linha de 
terra e com cota igual a 2. ^mna ae 

OBSERVAÇÕES: 

11 ff/ P ° nt0 P 08 juir cota menor que o afastamento (fig. 315 ) 
onde a cota e 2 e afastamento 3, tem-se como diferença en 
tre ^aota e afastamento: 2 - 3 = -1 0 aue siafí Aff ~ 

sera negativa a cota do traço vertical do plano e^portanto 
marcada abai xy de n tt Nesse caso, os traços a n m a * 'do plà 
no se situarao abaixo de ir tt ', como indica a fig. 315, In- 

ra Continf 0 vertical _air'estã abaixo da linha de ter 

a. Jlontinuam iguais as distancias d, porém agora, da pro- 

tical A^ãTinfa deTert7?°' ^ * ** — 



mcnS^LW' 



Fig. 316 

p ig.3l5 

So ° POnt ° d - aão estiver no 2V diedro (fiq. 316) 

fm-VafA * 2 (positiv *> * o afastamento (- 1 ) 
se a diferença entre cota e afastamento: 

( 1) -2+1-3 t positiva). 


2) 


onde,no ca 
negativo~ 
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Então os traços do plano se situarão acima de tttt 1 porque 
cota do traço vertical serã positiva e igual a 3, como 
dica a fig i 316. Nesse caso (cota maior que o afastamento 
em valor absoluto), voltam a ser iguais as mesmas distãn 
cias apontadas na fig* 314. 

3) As figuras 317 e 318 mostram exercícios semelhantes comp 0n 
tos no 3Ç e 49 diedros respectivamente. - 

Na fig. 317: cota negativa (-1); afastamento negativo (- 2 A 
Diferença: -1 - (-2) *= -1 + 2 = 1 (positivo). Então traço 
vertical a n ' acima de tt tt ' (de cota positiva igual a +1), 

Na fig. 318: cota negativa (-1); afastamento positivo (+3). 

diferença: -1 - (+3) - -4 (negativo). Então traço verticaí 
aiT ' abaixo de tttt* (de cota negativa igual a ~4). 



Ao 


M ( 

ocrtíocn• 



a' 



F, 9 317 Fig.318 


4) Ê de se notar que as projeções do ponto estarão sempre ou 
interiores ou ambas exteriores ã região limitada por tt tt ' e 
os traços do plano. 


95 • Determinar os traços de um plano que contém o ponto (A) e é paralelo 

(A) ' 0 ; 1 ; 2 ] 


(B p ) 
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SOLUÇÃO: (fig. 319) 


já sabemos que o plano paraleloao($~)ê paralelo a linha de ter 
va e seus traços são simétricos em relação a titi '( ver fig. 2721. 
Semelhantemente ao exercício anterior % poderemos traçar pelo 
ponto dado uma reta (r) paralela ao($ }que como jã sabemos, 
possui as projeções paralelas[ entre si - (ver fig. 263). Eelos 
traços dessa reta (r j passarão jos traços orr ^ atr 'do plano pe¬ 
dido, que, como se ve, são simétricos a tt t \'(fig. 319), ou se¬ 
ja, cota do traço vertical igual ao afastamento do traço hori 
zontal. E, como vimos quando estudamos plano paralelo ao(3 )7 
que a soma djx cota do traço vertical e afastamento do traço 
horizontal e igual ã soma da cota e do afastamento de qual¬ 
quer ponto do plano, tem-se que a cota do traço vertical atr 1 
é igual a 2 + 1 = 3, isto ê, a soma da cnta com o afastamento 
do pronto (fig» 320). E como a citada somi é positiva,isso sig 
nifica que positiva serã a cota do f-raço vertical do plano. 




Fig 319 


Fig. 320 
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e portanto * acima da linha de terra; consequentemente, o tra¬ 
ço horizontal estarã abaixo de tttt f com o mesmo afastamento . 
Cumpre porêm } observar que a disposição dos traços deve ser a 
mesma que a das projeçoes do ponto dado. Assim > por exempl 0 
se o ponto estiver no 29 diedro (fig. 321) 3 a soma cota mais 
afastamento resulta: 3 + (-1) =3-1=2 (positiva). Então 
cota do traço vertical acima da linha de terra e consequente¬ 
mente afastamento do traço horizontal abaixo daquela linha. a 
êpura da fig. 321 esclarece > bem como se observa a igualdade 
das distancias: cota ao traço vertical e afastamento do traço 
horizontal s iguais ambos ã distancia entre as projeções do pon 
to. 



Fig. 321 


As êpuras das figuras 322 e 323 y esclarecem o problema quan 0 
se tratar de pontos nos 39 e 49 diedros 3 a saber: 

- ponto no 39 diedro: (fig. 322) 

Soma de cota e afastamento do ponto: _ # J 

-1 + (-l) = -1 -1 = -2 (negativo). Então 3 traço verttc a 
a tt 1 com cota negativa -2 (abaixo de tt tt 1 ) e consequente 
mente o traço horizontal air acima daquela linha. 
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- ponto no 49 diedro: (fig. 323) 

Soma de cota e afastamento do ponto: 

-3 + 2 = -i (negativo). Então> traço vertical oítt 1 com co 
ta nega^tiva -1 (abaixo de tt tt 1 ) e consequentemente o trã 
ço horizontal QtTr acima daquela linha. 




Fig. 322 Fig. 323 
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• Traçar por um ponto (A), um plano (3) que o contenha e que seja também 
paralelo a outro plano (a) que ê paralelo a tt tt t 


(A) [ 0 ; 1 ; 1 
aTT 1 = 3 
a tt = 4 


S °EUÇÃO: (figs. 324 e 325) 

n ° 8 dado Íen f^ trOÇ + ar S m< l reta « ualc l ue r (*> q** pertença ao pia 
Po hori‘ n TJi °-°l a , d S. tva ^° "Atiçai S 2 e afastamento do trã 
( A) dado im le t ^ 9 32 - 4 ' 4 se Q ui r, traça-se pelo ponto 

n e - eta que seja paralela a (r) por cujos traços 

também 1 naVn 8 lVi a0 08 * raf<?s do Plano(.8)que evidentemente serã 

{ fiAIClU&UO CL TT 7 T 
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Podemos também empregar um plano de perfil auxiliar(fig. 325^ 
o qual rebatido fornece (Aj) e V(Bi> corno a re ta interseção 
entre o plano (a ) dado e o plano (y)auxiliar.Por (Aj) traça- 

se a reta VÍ(H 2 ) paralelamente a V (Hl), situando se V} so¬ 
bre o traço vertical do plano auxiliar e (Hg) sobre iru Des 
feito o rebatimento , tem-se em- Hg o traço horizontal dessa 
reta. Pelos traços vj e H 2 , passarao os traços do plano pedi¬ 
do. 




97. 


Um plano (a) ê definido pelo ponto (B) e tttt ' . Traçar um 
paralelo ao plano (a) e que contenha um ponto (A). 


plano ( 6 ) 


(A) [ 0 ; 4,5 ; 1 ] 

(B) [ 0 ; 2 ; 1 ] 


S °lVÇK0: (fig. 

326) 


P q ^ 

<*oig 8 ® 'Passar um plano auxiliará )de perfil que contenha os 
aui-p pont ° 8 dados, o qual, rebatido, fornece (Ai) e (Bi).A se 
Ponto P (R Ç , a 8e un ! a . reta (r) que seja do plano definido pelõ 
Q °*icr 6 a ^ rn ' 1 ' a de terra> bastando para isso unir (Bj) 

gem das coordenadas.Essa reta (r) passando por (fíj) que 

1 
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é ponto do plano, e, tendo seus traços sobre vt\ 1 e reta do 
plano. Então e suficiente traçar por (Al) arreta (s)paralela 
a re,ta (r) por cujos traços V*2 £ #2 passarão os traços 3 tt 1 e 
Bn respectivamente do plano(. S> /pedido. (0 traço horizontal H 2 
foi obtido desfazendo-se o rebatimento) . 



OBS: Nessa mesma èpura da fig. 326, foi feita uma verificação 
para constatar se o ponto (A) pertence ao plano (3) * 
deve pertencer por exigencia do problema. _ * . 

A verificação foi a seguinte: Feia projeção horizonta 
do ponto, traçou-se a projeção horizontal AV 1 de uma re 
ta qualquer, situando-se Vj sobre a linha de terra q 
dã a conhecer v\ sobre o traço verttcal 3tt do plano ac 
do, e que é o traço vertical dessa reta. Unindo-se* 
tem-se a projeção vertical dessa mesma reta que ^da ~ 

bre a linha de terra que faz cojihecer H (projeção h0 . T f 
zontal da reta) sobre a projeção horizontal AV 1 da ^ 
da reta e que e o seu traço horizontal. Esse traço ti 
vera se situar sobre o traço correspondente do plano{v> > 
isto e, sobre 3^ como em verdade jxcontece , 

Assim,pois, a reta (A)(Vi) de projeções AV 1 e A’Vi P 
suindo seus traços (H) e (Vj) sobre os traços eorresvonae 
tes do vlano ($) pertencerá a esse plano. 
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08 • Mesmo exercício anterior, com os pontos (A) e (B) na seguinte situação: 

(A) [ 0 ; 1,5 ; -2] 

(B) [ 0 ; -1 ; 3 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 327) 

Procedeu-se tal como no exercício anterior, com o plano auxi 
liar\y) de perfil, obtendo-se em 3 tt e 6 tt ' os traços do plano. Da 
mesma forma efetuou-se a verificação com a reta (A)(Vi) e cons 
tata-se que os traços dessa reta se situam sobre os correspon 
dentes do plano. 



Fig. 327 
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SOLUÇÃO AC EXERCÍCIO 76: 

1 - qualquer 3 horizontal e vertical; 

2 - pertence a uma reta do plano; 

3 - ê perpendicualr a qualquer dos planos de projeção; 

4 - horizontais e frontais; 

5 - plano horizontal; plano frontal; 

6 - reta vertical e reta de topo; 

7 - duas retas concorrentes; duas retas paralejlas; uma reta 

e um ponto exterior a ela e tres pontos não em linha re¬ 

ta. 

8 - um deles contiver duas retas concorrentes paralelas ao ou 

tro; 

9 - paralelas a linha de terra; 

10 - paralelos a linha de terra e simétricos em relação ã mes 

ma . 


SOLUÇÃO AO EXERCÍCIO 85: 


PERGUNTAS 

RESPOSTAS 

1 

E 

2 

C 

3 

E 

4 

E 

5 

C 

6 

C 

7 

C 

8 

E 

9 

E 

10 

E 


CAPÍTULO i 

Exercícios: 

- referentes a A) 

- referentes a B) 

- referentes a C) 

• referentes a D) 

V--- ) 



A) Interseção de planos 

B) Interseção de retas e planos 

C) Ponto comum a três planos 

D) Perpendicularismo de retas e planos 


• A) Interseção de planos 

Dois planos quando não são paralelos, diz-se que são secantes, isto é, eles "se cor 
tam" ou "se interceptam"; e essa interseção deles é sempre uma reta, como se o 
serva de inicio com a linha de terra que é a interseção dos planos de projeção. 

Evidente é, pois que não há interseção quando os dois planos são paralelos. 

Para se obter a interseção de dois planos, basta determinar dois pontos que sejam 

comuns a ambos os planos ou apenas um ponto, quando se conhece a direção da in 
‘erseçao. 


Para facilidade de estudo, dividimos os diversos 


casos em três grupos, a saber : 


1? grupo: Ambos os planos são dados pelos traÇos (cruzando-se 
ou não nos limites da épura) ; 

2? grupo: Apenas um dos planos ê dado pelos traços; 

3? grupo: Os planos não são dados pelos traços. 

e l ° rr , P .T e / r0 9rup °' ° s P lanos s3 ° dados pelos traços, em geral a solução 

(a) °' ^ omo £ P° r exemplo na fig. 328 onde se deseja a interseção dos planos 

hori, n , , J ' b evldente que a reta comum aos dois planos, deve ter seu traço 

rtiQ s " ! n ° P ° nt ° d f c °" cur s° dos traços horizontais dos planos e, da mesma for 

U , traÇO vertical no ponto de concurso dos traços verticais dos planos dados'. 

. , basta unir o ponto (H) ao ponto (V) e teremos a reta (H)(V) ou reta (r) que 

u interseção desejada. ^ 


N 


icr, 
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Nem sempre porém, os troços dos planos se interceptam nas mesmas regiões onde se 
situam, isto ê, traços verticais acima e traços horizontais abaixo da linha de terrq 
como no caso da fig. 328, mas a regra geral ê sempre a mesma. 


Seja por exemplo a fig. 329 onde queremos determinar a interseção dos planos ( a ) 
e (6) . Os traços horizontais om e 8^ se cruzam em H, nos seus prolonga 
mentos e os verticais air* e 8 tt 1 em V também nos respectivos prolongamento^ 
de modo que a reta interseção (H)(V) está no 39 diedro. 



Fig. 328 



Pode ocorrer que, ou pela disposição dos dados ou por exigência do problema, nao 
se possam determinar o ponto (V) ou o ponto (H), isto é, não se possam obter n 
êpura o ponto de concurso de qualquer dos traços dos planos. Nesse caso a so uça^ 
não será imediata e teremos que recorrer a plano (ou planos) auxiliares, o que „ 
remos na parte prática,de exercícios. 

Se acontecer que os planos tenham traços de mesmo nome paralelos, também a s °l- 
ção é imediata. 


Seja a fig. 330 onde os traços horizontais dos planos (a) e (6) são parale 1 ®^ 
Nesse caso, o ponto de concurso dos traços horizontais esta no infinito (p on ^ ^ 
próprio) e então a projeção horizontal da interseção será paralela a esses traÇ 
a reta interseção sercf portanto a horizontal (r). 


Se dois planos forem paralelos ò linha de ierra, pelo fato de possuírem os * r ^ 
de mesmo nome paralelos não significa que eles sejam paralelos. Nesse caso, 


o* 

in 
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Fig. 330 



terseção, quando houver, será sempre uma 
reta frontohorizontal. A solução não é ime 
diata e teremos que nos socorrer de planoau 
xiliar o que também veremos na parte prá¬ 
tica . 

Quando os dois planos concorrem num mes¬ 
mo ponto da linha de terra ou um deles pas 
sar por essa linha, também a solução não ê 
imediata e veremos os diversos casos na par 
te de exercícios. 

Quando os dois planos forem verticais (ou 
de topo) as interseções serão respectivamen 
te retas verticais (ou de topo) como vemos 
nas figuras 331 e 332. 

Em ambos os casos, a projeção puntual de 
cada reta interseção se situará em coinci¬ 
dência com o ponto de concurso dos respec¬ 
tivos traços. 



Fig. 331 


Rg. 332 
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Quando um dos planos s6 possuir um traço (plano horizontal ou frontal), a reta in¬ 
terseção nele terá a projeção respectiva, que será um ponto ou uma reta, dependendo 
doputro plano. 

Assim 7 por exemplo, na fig. 333, um plano horizontal (a) e outro de topo ( B) , te 
rão na reta de topo (r) a sua interseção, onde a projeção vertical r', como já se sabe, 
estará na concorrência dos traços. 

Se um dos planos for qualquer e outro frontal;por exemplo (fig.334), a interseção será 
a reta frontal (r), de traço horizontal H no ponto de concorrência dos traços correspon¬ 
dentes do plano, e projeção vertical paralela ao traço vertical do plano de dois traços. 
Essa interseção estará com sua projeção horizontal em coincidência com o traço de mes 
mo nome do plano, como é evidente. 



Fig. 333 



Fíg. 334 


OBSERVAÇÕES: 

1 ) No estudo de interseção de planos, deve-se ter em vista que a reta interseção* 
sendo comum aos dois planos, deverá ser uma reta que neles possa estar contida. 

Assirn,por exemplo, se desejarmos a interseção de um plano horizontal (ot) co 
plano frontal ( B ) deve-se recordar: 


Retas de plano horizontal 


horizontal 
de topo 

frontohorizontal 


Retas de plano frontal 


frontal 

vertical 

fronto horizontal 
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Observa-se que a única reta comum aos dois planos é a frontohorizontal; daí, a inter¬ 
seção dos dois planos considerados é uma frontohorizontal, o que aliás se constata fa¬ 
cilmente, materializando os dois planos no espaço. Nesse caso, as projeções da interse 
ção estarão sobre os traços correspondentes dos planas,como se observa na fig. 335. 


Seja, como outro exemplo, determinara 
interseção de um plano qualquer ( a ) com 
outro paralelo a linha de terra (6) .Te¬ 
mos que: 


Retas de um plano 
qualquer 


qualquer 
horizontal 
frontal 
de perfil 


Retas de plano pa 
ralelo a tt tt 1 


qualquer 
frontohorizontal 
de perfil 



r 


Fig. 335 


Verifica-se que as retas comuns aos planos, são retas qualquer e de perfil, de que vai 
depender da posição dos traços dos planos. Assim, nas figuras 336 e 337, temos os dois 
casos considerados, cujas interseções são as retas (r) e (s), respectivamente qualquer e 



2 > Os 


Fíg 336 



F »g- 337 


e *er c rí- CC T ^ inter ^ e .í a ° de P lanos considerados dos 2? e 3? grupos, serão objeto dos 

so| UcS ° S parte P râtlca - Quanto aos do 19 grupo, somente aqueles que não são de 
u vao imediata. 
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• B) Interseção de retas e planos 
ou 

Traços de retas sôbre planos 

Determinar a interseção de uma reta com um plano é o mesmo que procurar o traço do 
reta sobre o plano, pois, o que se deseja, é determinar o ponto onde a reta fura o p | ; 

no. 


Solução geométrica para o problema: 


Para se determinar a interseção de uma reta (A)(B) com um plano (a) , faz-se pas¬ 

sar pela reta o plano ( B) (fig- 338). Esse plano intercepta o plano dado, segun¬ 
do a reta (C)(D) e as duas retas (A)(B) e (C)(D) se interceptam em (I) que ê chamado en 
tão "traço da reta (A)(B) sobre o plano (a) ", pois é o ponto no qual a reta fura o 



Seja.como exemplo, determinar na êpura, o traço da reta (r) sobre o P^ n ° ^ ne' 
339). Escolheu-se o plano de topo ( 3 ) como o projetante da reta (podenasem 
nhum inconveniente ser o plano vertical); para isso, fez-se passar pe : a pro| dicu | a r 
cal r 1 da reta, o traço vertical Zv ' do plano, cu,o traço horizontal e perpe ^ 
'a linha de terra. Como se sabe, uma reta que pertença a um plano de to P ' , de' 

projeção vertical em coincidência com o traço correspondente do plano A 9 ^ 

termina-se a interseção dos dois planos: o dado (a) e o pro|etante (3) . zon t(jl 

terseção é a reta (V)(H) cuja projeção horizontal VH intercepta a P ro i^° qU e » 

da reta dada em I, que dá I' sobre VH'. Esse ponto (I) é o ponto procurado em 
reta (r) fura o plano (a) . 
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observação 

Verifi ca “ se P e ^° acima foi exposto que, para se determinar o traço de uma reta so 

um plano, é indispensável o conhecimento de interseção de planos. 

0 C) Ponto comum a três planos 

Três planos,quando se interceptam, têm geralmente um ponto comum. Para isso é neces 
sôrio; porém que qualquer um deles não passe pela interseção dos outros dois e nem se¬ 
ja paralelo a essa interseção. 

Se considerarmos / por exemplo,os dois planos de projeção e um terceiro plano que seja 
bissetor por exemplo, veremos que este último, passando pela linha de terra, que é a 
interseção dos dois primeiros, determina não só um ponto comum com os primeiros, po¬ 
rém, uma infinidade deles. Já com um plano paralelo a linha de terra e os dois de pro 
jeção, não há nenhum ponto comum. 

Para se obter o ponto comum a três planos, pode-se proceder de deis modos diferentes. 

1?) procuram-se as interseções de um dos três planos dados com os outros dois e o pon 
to comum a essas duas interseções é o ponto procurado; 

2?) determina-se a interseção de dois quaisquer dos planos dados e procura-se depois o 
traço dessa interseção sobre o terceiro plano; o ponto em que essa reta interseção 
fura o terceiro plano, é o ponto comum. 

OBSERVAÇÃO 

Venfica-se assim que, para se determinar um ponto comum a três planos é necessário o 
n ecimento dos dois assuntos anteriores: interseção de planos e traço de reta sobre o 
dem" 0 pois / uma sequência de assuntos que deve e precisa ser obedecida, nessa or- 

~ interseção de planos; 

- interseção de reta e plano; 

- ponto comum e três planos. 

D) Perpendicularísmo de retas e planos 


Tal 


? Uand ° estud,lmos paralelismo de retas e planos, também neste as- 
Pora faclidade do estudo, ficam estabelecidos três grupos a saber: 


19 


a) reta perpendicular a plano; 


grupo ' r ' r i-* 

_ b ) plano perpendicular a reta. 

2? grupo : plano perpendicular a plano; 

39 grupo : reta perpendicular a reta ou retas perpendiculares entre si 
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Estudando separadamente cada grupo, tem-se: 

1 ? GRUPO: 

a) RETA PERPENDICULAR A PLANO 


Uma reta é perpendicular a um plano, quando é perpendicular (ou ortogonal) a duas 
retas concorrentes do plano. Assim,por exemplo, na fig. 340, as retas (s) e (sj) per¬ 
tencem ao plano (a) e são concorrentes. A reta (r) perpendicular a (s) e (s])éper 
pendicular ao plano (a) . Na mes 


ma figura, as retas (so) e ( 53 ) são do 
plano (a) e a reta (q) é ortogonal 
a elas, sendo também perpendicular 
ao plano ( a ) 

Quando uma reta é perpendicular a 
um plano, a sua projeção e o traço do 
plano sobre o mesmo plano de proje¬ 
ção, são perpendiculares entre si. 

Exemplificando: seja a reta (A)(B)per 
pendicular ao plano (a) e (tt) o 
plano de projeção (fig. 341). 

O plano projetante (A)A(B) é perpen 
dicular aos planos (a) e (tt) por 
que contém as retas (A)A e (A)(B), 
perpendiculares respectivamente aos 
planos (tt) e ( a ) . Então o plano 
projetante é também perpendicular a 
(M)(N) interseção dos dois planos. A 
reta (M)(N) perpendicular ao plano 
(A)A(B) é perpendicular a A(B). 

Então, uma reta é perpendicular a 
um plano, quando a sua projeção e 
o traço do plano sobre o mesmo pia 
no de projeção são perpendiculares 
entre si. 

A épura (fig. 342) nos mostra uma 
reta ( r )perpendicular a um plano 
(a) / ' s f° é/ as projeções da re 

ta perpendiculares aos traços de mes¬ 
mo nome do plano. Considerando que 
o traço horizontal de um plano ê para 
I e I o b projeção horizontal de qual¬ 
quer horizontal do plano e que o 
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traço vertical do plano é paralelo ò proje¬ 
ção vertical de qualquer frontal do plano, 
conclui-se : uma reta é perpendicular a um 
plano, quando sua projeção horizontal for 
perpendicular ò projeção de mesmo nome de 
toda horizontal do plano, o mesmo aconte¬ 
cendo quando sua projeção vertical for per 
pendicular à projeção d.e mesmo nome 
de toda frontal do plano. 

Por essas razões, a épura da fig. 343 nos 
mostra um plano definido por uma horizon 
tal (r ) e uma frontal (s ), concorrentes 
em (I). A reta (t) é perpendicular ao pia 
no das duas retas ( r) e (s ). 



r- — ■ r~- iMimj uc 1 ci '3* w * «- 

ra ou passar por essa linha, a condição dã 
reta ter suas projeções perpendiculares aos 

traços do mesmo nome do plano, apesar de necessária, já não é suficiente para se di 

STmíSS r pendÍCU,a ; a ° | P la ~' ,P°W - tal acontecesse, qualquer reta di 
perf.l (f g. 344)jer,a perpendicular ao plano (a) . Sem dúvida que a reta terá que ser 

mente o ' ma$ T T° qU °' qUer refa de P erfíl • Nesse caso, a épura não indica direta 
Plano^1 r ? dlCU . ar,Sm ° da reta com 0 P la "°* sen do necessário o rebatimento de um 

per il auxiliar, como veremos na parte prática de exercícios. 




o—-- 

ocn 


=L 

r 


o 


Rg .343 


Rg.344 
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Quando a plano for definido por um ponto e a linha de terra e o ponto de projeções e - 
quidistantes da referida linha, teremos o caso do bissetor. 

Vejamos então os dois casos: 

Rela p_erpendicular aoCg-,-) 

Sendo os dois planos bissetores perpendiculares entre si, toda reta que for peroendicu- 
lar ao 19, será paralela ao 29 bissetor; além disso, a reta deve ter suas pro|eçoes per¬ 
pendiculares 'a linha de terra, porque os traços do plano bissetor estão em comc.dên- 
cia com aquela linha. Então, a rela deve ser paralela ao (3 p ) e ser de uerf.l. 

Seja enlao, po. um ponto (A), de projeções A e A' (fig. 345) traçar uma reta perpendi 
cular ao ( p ) 

Traça-se um<S reta (C)(D) do C 0 ) , de perfil e, pelo ponto dado, uma reta (A)(B) 
de projeções AB, A'B que íhe sej 5 paralela, (ver fig. I 33 e recordar para ehsmo de 
duas retas de perfil). Essa reta (A)(B), de perfil, ê perpendicular ao (. 3 j ) , apresen 
tando como caracter.st. ca principal possuir suas projeções iguais em grandeza e sent, 
do isto ê, AB = A'B' e no mesmo sentido, quer dizer, A para no mesmo sentido qu, 
A 'para B- E sempre que isso ocorrer, os traços de uma reta perpendicular aoCB^sao 
simétricos a linha de terra. 
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podemos tambêta resolver o^problema, rebatendo-se o plano de perfil que contém o pon 
to (A) e a sua interseção com o ( 8^ ) , conforme nos mostra a épura da fig. 346~ 

onde se^constata a simetria dos traços da reta acima mencionada e H equidistantes 
de TT7T ), e da mesma grandeza e mesmo sentido, as projeções aa reta (A)(B) perpendi 
cular ao ( ) / onde o ponto (Bj) foi tomado arbitrariamente na perpendicuhr aõ 

1? bissetor. 


Reta perpendicular ao (B ) 

Uma reta perpendicular ao 29 bissetor, é de perfil e paralela ao 19 bissetor. A retape 
dida, (A)(B), deverá entãp ser paralela a uma reta (C)(D) de perfil e do 19 bissetor. ~ 
(fig. 347) .^Nota-se na perpendicular ao ( 3 p ) que o segmento (A)(B) possui também 
suas projeções da mesma grandeza (AB = A'B') mas, inversamente ao caso interior, de 
sentidos diferentes, isto ê, a projeção horizontal AB no sentido de A para B (baixo pa 
ro cima) e a vertical A'R' no sentido A' para B 1 (cima para baixo), o que se observa 
pelo sentido das ç e*as 



p ig 347 



Com 

«ula 

**Sã 0 


° "Q caso de reta perpendicular ao( S T ), também se pode traçar uma 
ir nrJ R \— l .._ i , j I,;, _ _ ” , _ Y 


Cular ao(B 


com 


perpendi- 
sua inter- 


p )rebatendo-se o plano de perfil que passa pelo ponto (A) e 
O' v S p ) conforme nos mostra a épura da fig. 348. A reta perpendicular 


Oq ^ g V v ' ^ p ' v 'WniWI III C I IV» IIIV» I ■ V V C^IUI V wu . . y . W . W . , , , Wlvt ! 

P ' a presen ta a característica de possuir seus traços coincidentes. 
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b) PLANO PERPENDICULAR À RETA 

É a recíproca do caso anterior. Lo¬ 
go, quando os traços de um plano fo 
rem perpendiculares as projeções de 
mesmo nome de uma reta, o plano é per 
pendicular b reta. Então, (fig* 349) 
para se traçar por um ponto (A) um 
plano (a) perpendicular a uma reta 
(s), traça-se pelo ponto uma horizon 
tal (r) do plano pedido, cuja proje 
ção horizontal r seja perpendicular ò 
projeção de mesmo nome da reta da¬ 
da. 

O plano que contiver essa horizontal 
é a solução. 

29 GRUPO 

PLANO PERPENDICULAR A PLANO 

Dois planos são perpendiculares 
entre si, quando um deles con 
tém uma reta perpendicular ao 
outro. Então, (fig. 350)para de 
um ponto dado (A) se traçar um 
plano (6) perpendicular a um 
plano (a) dado, traça-se a per 
pendicular (r) sobre o plano da 
do e qualquer plano conduzido 
por essa reta será perpendicular 
ao plano dado. 

OBSERVAÇÃO 

O problema é indeterminado por 
que por uma reta pode-se fa¬ 
zer passar uma infinidade de pia 
nos, como já sabemos. 

Se dois planos são perpendicula 
res, isso não significa que seus 
traços sejam perpendiculares 
(ver fig. 350). So' há perpendj 
cularismo entre os traços, quan 
do um deles pelo menos ê pro- 
jetante. Assim, por exemplo, se 



Fig. 349 



Fig.350 


um deles é projetante em relação ao plano (tr) - plano vertical - os seus traços hori 
zontais são perpendiculares entre si e, se projetante em relação ao plano (tt » )- p | an õ 
de topo,- os seus traços verticais ê que são perpendiculares entre si. (fig. 351 e 352 ). 
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Ainda por um ponto dado podé-se traçar um plano perpendicular a dois planos dados; 
basta para isso traçar um plano perpendicular a interseção dos dois planos dados, 
o qual será perpendicular a cada um deles. Para esse caso pode-se utilizar outro 
método, que consiste, do ponto dado baixar uma perpendicular sobre cada plano e 
o plano dessas duas retas será o plano desejado. 

Assim, por (A) traçou-se o plano (y) perpendicular aos planos (a) e (B) , u- 

tilizando-se o segundo método acima descrito (fig* 353 ) . 

Estudaremos a seguir o caso dos planos perpendiculares aos planos bissetores. 
Plano per pendicular a o (3 y) 

Seja; na fig. 354, a reta (A)(B) perpendicular ao 1? bissetor, cujos traços são simé 
tricôs a linha de terra, como já vimos na fig. 345. Qualquer plano, como o (a) 
por exemplo, que for conduzido pela reta (V)(H), será perpendicular ao l?bissetor. 
Sua épura é y pois, caracterizada por possuir os traços simétricos em relação a linha 
de terra. 

Se,na fig. 354, o ponto T 5 T' se tomar impróprio, isto é, se for lançado ao infinito, 
o plano (a) tomará a posição da fig. 355, isto é, ficará paralelo b linha de terra, tor 
nando-se então paralelo ao 2? bissetor continuando perpendicular ao 1? bissetor. 
(Comparar a fig. 355 com a fig. 272). 
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OBSERVAÇÕES : 

São perpendiculares ao (g ) os seguintes planos: 

- plano qualquer de traços simétricos a tt tt f ; 

- plano paralelo a linha de terra e também de traços simétricos a tt tt • 

- qualquer plano de perfil; 

- o 2? bissetor. 


Plano p_er pendiculgr ao (B ) 

5 eja na fig. 356, a reta (V)(H) perpendicular ao 2? bissetor, cujos traços estão em 
coincidência, como ,a vimos na fig. 347, onde as projeções são iguais em grandeza mas 

DellTetffVUHril?' Qualq , uer P lano ' co ™° ° (<*) por exemplo, que for conduzido 
pela reta (V)(H>, seta perpendicular ao 2? bissetor. Sua épura ê,pois,caracterizada por 

possuir os traços em linha reta. 1 F 

oíano/ i 9 u 356 ° POnt °- ! ST ' S V°T r im P ró P ri °, isto é, se for lançado ao infinito, o 
plonoCa)tomara a posiçao da fig. 357, paralelo,pois,ao I? bissetor continuando per¬ 
pendicular ao 2 ? bissetor. (Comparar a fig. 357 com a fig. 271). P 



Sa 

00 Perpendiculares ao ( 6p ) os seguintes planos 
- plano qualquer com traços em linha reta; 

~ plano paralelo à linha de terra com traços em coincidência; 
” qualquer plano de perfil; 

"■ o 19 bissetor. 
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3? GRUPO 

RETAS PERPENDICULARES ENTRE SI 

A regra geral para se traçar por um ponto uma reta perpendicular a outra, consiste 
em conduzir, pelo ponto, um plano perpendicular a reta e determinar o ponto de inter¬ 
seção da reta dada com esse plano. Unindo-se o ponto assim obtido, ao ponto dado,t e - 
remos a reta pedida. 

A fig. 358 nos mostra a solução geométrica. Seja o ponto (A) pelo qual desejamos tra¬ 
çar uma perpendicular a reta (B)(C). 

Tfaça-se pelo ponto, o plano (a) perpendicular a reta (B)(C); o ponto (M) êo tra 
ço da reta (B)(C) no plano (a) ' , o qual, unido ao ponto (A) dado, determina aretã 
(A)(M) que é a reta pedida. 



Fig.358 


Fig.369 
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épura, (fig- 359), seja o ponto (A) pelo qual se deseja fazer passar uma reta per¬ 
pendicular à reta (B)(C). Traça-se uma horizontal (A)(V) cuja projeção horizontal AV 
seja perpendicular a projeção de mesmo nome da reta, a fim de se traçar o plano (a) 

perpendicular a reta ciada. A seguir, para se determinar o traço da reta (B)(C) no pla- 

po (ot) / faz-se passar o plano projetante (3) , da reta dada. (usou-se no ca¬ 
so o de topo). A interseção dos planos ( a ) e ( 6 ) é a reta (Vj )(H) e as pro¬ 

jeções horizontais da reta BC, e da interseção, Vj H, se interceptam em M, que dá M‘ 
sobre o traço vertical do plano projetante. 

A reta (A)(M) e a solução, cujas projeções são AM e A'M\ 


OBSERVAÇÃO 

Quando a reta dada for paralela a um dos planos de projeçãoynão é necessário aplicar 
o estudado na solução geométrica, em virtude do teorema projetivo do ângulo reto, 
que é: 

"Quando a projeção horizontal de uma reta qualquer for perpendicular a projeção de 
mesmo nome de uma reta horizontal, as duas retas são perpendiculares entre si, o mes 
mo acontecendo com a projeção vertical, se a reta for frontal". 


Assim, dada uma reta horizontal (ou frontal) para se traçar por um ponto dado uma re 
ta que lhe seja perpendicular, basta unir a projeção horizontal (ou vertical) do ponto" 

perpendicularmente a um ponto qualquer da projeção horizontal (ou vertical) da reta 
dada. 
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NOTA 

Na parte"relativa a "Distâncias" serão resolvidos problemas sobre perpendicular comum 
a duas retas. 


A seguir a parte prática do Capítulo IV, com numerosos exercícios. 
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0 Exercícios do capítulo IV 
- referentes a A) 


99 • Determinar a interseção de dois planos cujos traços se encontram num mesmo 
ponto (T) de tt ir . 

(T) [ 1 ; 0 ; 0] 

A 

a 7T ? = +559 

A 

a-TT = .309 

SOLUÇÃO: (fig. 362) 

0 ponto (T) de concurso dos traços sobre tttt f jã é um ponto da 
interseção. Basta então determinar mais um ponto da interse¬ 
ção e para isso traça-se um plano horizontal^ )auxiliar ò que 
intercepta os planos dado^s segundo duas horizontais que temem 
(I) o ponto comum e que ê o outrjo ponto da interseção deseja¬ 
da. A reta (T)(I) e a solução. 


6 n f = +409 
6 tt = -509 



Rg. 362 
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100 • Determinar a interseção de um plano frontal (a) que contém o ponto (y\) 
com um plano ( 0 ) perpendicular ao ( g ) 

(A) [ 4 ; 2 ; 1 ] 

(T) [ o ; o ; Oj 

(3tt = -40? 


SOLUÇÃO: (fig. 363 ; 



Se plano frontal contem o ponto (A), sera facilmente r Ç 
do porque a projeção horizontal do ponto estara sobre jo 
do plano. Se o plano($)ê perpendicular ao ($ ) t ele . ter a os ~ 
ços simétricos a linha de terra e por isso^e suficienteay^ 
nas o conhecimento de um angulo que qualquer dos traços j . 
com a linha de terra . Como so foi dado o angulo do traço nu - 
zontal y será o mesmo o do tranço vertical. 

A reta frontal (r) é a solução. 
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101 • Determinar a interseção de dois planos quaisquer, (a)e(B) , cujos pontos 
de concurso dos traços são respectivamente (T) e (J) . 

(T) [ 0 ; 0 ; 0 ] (J) [ 6 ; 0 ; 0 ] 

A , A 

ot tt = 60 ? a tí = -309 

Bir 1 = 75? é^=_i20? 

SOLUÇÃO: (fig. 264) 



Ve 


a 

um 


noQ l ^'~ Qa 8e P e ^° 8 dados que os dois traços verticais dos pl 
Pont 1 ***?! Se - encont Z am nos limites da épura. Tem-se apenas um 
z 0nt ° * ' interse Ç<*° <l ue ê ° ponto de concurso dos traços hori 
s e u L ' LS 4 ue f az oonhecer H* sobre a linha de terra .Usando- 
(r) P lano horizontalfy)auxiliar , teremos nas horizontais 
e e as interseções do plano (y) com os pl 


em t *, j - % . c J>lanos((x)e(&)dadoSy 

for n 1 o ponto de encontro das suas projeçoes horizontais que 
(fi) ( e T 0 ^ e sobre o traço vertical do plano auxiliar. A reta 
interseção desejada. 


e a 
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OBS.:No inicio do estudo sobre "interseção de planos" na ^le¬ 
tra A y foi esclarecido que 3 para se obter a interseção de 
dois planos 3 bastava determinar dois pontos que fossem 
comuns aos planos ou apenas um ponto desde que conhecida 
a direção da interseção. Então 3 quando os traços ■ de mes¬ 
mo nome de dois planos não se encontram nos_ limites da e- 
pura x podemos empregar outra solução que não a exposta no 
exerdcio 101. 

Sejam os planos(a)e(e>)cuj os traços horizontavs por exem¬ 
plo, não'se encontram nos limites da epura (fig.365). Co¬ 
mo os traços verticais de(ct)eC$) s e cruzam em V. que da y 
sobre tt tt 1 s esse ponto (V) jã é . um ponto da ~ interseção 
procuraday como sabemos. E 3 como as interseções de dois 
planos paralelos com um terceiro plano sao duas fetas pa 
ralelas 3 utiliza-se um plano auxiliar Cy )que seja para~ 
leio ao plano (&\por exemplo. Esse plano (y) intercepta o 
plano (çl) segundo a reta (V 1 )(ti 1 ) à qual a interseção pro 
curada serã paralda . Tem-se assim um ponto da interse¬ 
ção desejada que e o ponto (V) e a sua direçao 3 que e a 
reta (Vj)(H 1 ). Basta então pelo ponto (V) traçar a reta 
(r) paralela ã reta’ (Vj)(Hj) e que e a solução. 



Fig.365 
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102 # 


Achar a interseção de dois planos (a) e (3) cujos traços não se encon¬ 
tram nos limites da épura. 

(Exercício sem coordenadas). 


SOLUÇÃO: (fig. 366) 



Fig. 366 


te semelhante ao anterior. Nao se possuindo diretamen — 

ponto da interseção , são necessários dois planos h 
tep 8 n ^^ s au xiliareSy obtendo-se assim os dois pontos da i 
e Çao desejada que 3 unidos 3 fornecem a reta solução (M)(I ). 


oi ci 
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103 • Determinar a interseção de um plano horizontal (a) de cota igual a 2,com 
um plano (3) paralelo ao (3 p ) de cota igual a 3. (a unidade é o cm). 


104 • 


Determinar a interseção de dois planos (a) 
terra segundo o diagrama abaixo: 


e ( 0 ) paralelos a linha de 


SOLUÇÃO: (fig. 367) 

Do plano (6) so foi dada a cota; mas, sendo paralelo ao(Bp), 
é paralelo a tttt' e de traços simétricos em relaçao a linha de 
terra. A reta interseção de um planohorizontal com um plano 
paralelo h linha de terra, evident emente^ so poderá ser uma 
frontohorizontal e que terâ sua projeção vertical sobre o tra 
ço do plano horizontal, pois serã uma. reta desse plano.Usando 
se um plano qualquer (y) cqmo auxiliar ^ produzira duas inter 
seções com os planos dados cujas projeçoes horizontais se in¬ 
terceptam em M que fornece M' sobre o traço ^ot7T f . Dejse pon 
to (M) traça-se a frontohorizontaV Cr) que e a solução. 

Obs: Poderia ser usado um plano de perfil auxiliar, como se fa 
rã no exercido a seguir. 



a 7T 



SOLUÇÃO: (fig. 368) 

Usou-se agora, como plano auxiliar, o de verfil(v\mn<* 
igualmente ter sido utilizado um qualquef comonolmlZts* 

gundTas' feVal intev . oe P ta aada P d ™o dado, Te- 

» *, piano /ríw? 

■S£.í.“*s 
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105 . Mesmo exercfcio anterior, porém os planos dispostos segundo o diagrama abai 

xo: 


Btt * 

3 

il 

L 


1 11 

B * 


3 






a ir 



SOLUÇÃO: (fig. 369) 

Utilizando-se como plano auxiliar o qualquer(y)de tra ? os oon ~ 
correntes em (T), este plano intercepta os planos dados, se¬ 
gundo as retas quaisquer (V)(H) e (V 1 )(B 1 ). 0 ponto de concur 
so das projeçoes horizontais e I , na mesma linha de. chamada de 
I’ oue é o ponto de concurso das projeçoes verticais daquelas 
interseções. A reta . frontohorizontal do 2P diedro traçada pe 

lo ponto (I) é a solução. ^ 

A solução seria a mesma se fosse empregado um plano de perfil 

auxiliar. 



Fig. 369 
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« 6 # 


Achar a interseção de um plano 


(a) paralelo a linha de terra com o (£ ) 

OtTT ? = 3 
CX TT =2 


SOLUÇÃO: (fig. 370) 

Usando-se um plano de perfil(y ) auxiliar> suas interseções com 
os planos dados, apos seu rebatimento, sao com(a ) e 0(Bj) 
que forma o angulo de 450 com tttt \oom oC& 1 ),as quais se inter¬ 
ceptam em (M 2 ) que fornecem M e M f desfazendo-se o rebatimen¬ 
to. Jor M ç M* traçam-8e as projeções da frontohorizontal so 
luçao. 


our' 


Sr/r 1 


v ' 





Fig. 370 
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107 • Determinar a interseção de um plano (a) que contêm o ponto (T) com 0 
plano definido pela linha de terra e o ponto (A). 

(A) [ 4 ; 1 ; 2 ] ott 1 = 459 

(T) [ 0 ; 0 ; 0] aTT = -359 

SOLUÇÃO: (fig. 371) 

Se um dos pianos passa pela linha de terra, o pjjdpvio ponto 
(T) de concorrência dos traços do pianola) j ã ê um ponto da 
interseção procurada, bastando, pois , procurar apenas mais um 
ponto dessa interseção, o que se consegue com um plano auxili 
ar(y)horizontal. A interseção desse plano auxiliar com o pia - 
no(cL)ê a horizontal (r) e com o p.lano tttt* (A) ê a frontohori 
zontal cujas projeções passam pelas projeções do ponto.Essas 
interseções tem em (M) o seu ponto comum, definido pelas pro 
jeções M e M r que, unidas ao ponto T = T 9 determinam a reta MT, 
M'T 9 que ê a interseção desejada. 



Fig. 371 
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108 # ?° ÍS planos c I ua ' sc í u er (a)e (8) concorrem no mesmo ponto (T) da linha de 
erra e seus traços de nomes contrários coincidem. Determinar a interseção de 
ambos, sabendo-se que o plano (a) contêm o ponto (A). 

(T)[0;0;0] onr = -25? 

(A) [ 4 ; 1 ; 2 ] 

SOLUÇÃO: (fig. 372) 

Determinado o traço cnr pelo angulo que ele forma ocm a linha 
de terra, traça se por A a projeção horizontal de uma horizon 
tal (r) auxiliar, auga projeção vertical passará por A' e as z 
sim, pelo traço vertical V ’ dessa horizontal auxiliar passa¬ 
ra o traço vertical do plano(a). ar ’ passa 

0 plano(&)é facilmente determinado, por se saber que seus tra 
ços concorrem no mesmo ponto (T) com o plano (a) e que os tra¬ 
ços de nomes contrários coincidem. Tendo-se os dois planos Ta) 
e($) passa se um plano horizontal auxiliar(y)e determinam -se 
as_ interseções desse plano auxiliar com os planos dados aue 
sao as horizontais (r) e (s) cujas projeções verticais estão 
sobre o traço Vertical do plano (y). Como o ponto (T) já é um 
Ponto da interseção, basta uni-lo ao ponto (I) de encontro 
(T) P, r °J e Çoes horizontais das horizontais (r) e (s).A reta(I) 

* 1 / £ cl solução. y 



Frg.372 
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109 • Determinar a interseção do plano (a) perpendicular ao (g ) ? ue contêm 
a reta (A)(B), com o plano ( 8 ) paralelo a linha de terra^que contêm a re ^ 
ta (B)(C). Assinalar somente,da interseção, o segmento no 1? diedro. 

(A) [ 3 ; 1 ; 1 ] 

(B) [ 5 ; 4 ; 2 ] 

(C) [ 6 ; 2,5 ; 0 ] 

SOLUÇÃO: (fig. 273) 

Velos traços H e V ' da reta (A)CBl passam os traços do plano 
(a) que, por ser perpendicular aot$p)tem seus traços em linha 
reta . 0 plano (6) paralelo a linha de terra, ^tem seus traços 
passando pelos traços da reta (B)(C), q.ue são C £ Hj s Vl» 
Determinados os traços dos planos^ a)e(8)* cl interseção e ime¬ 
diata, na reta H)(2) no 49 diedro e onde se tZm em r e r l as 
pro.j eçoea no IP diedro. 
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110 • Determinar a interseção de um plano (a) que contêm o ponto (T) com outro 
dado pela sua reta de máximo declive (A)(B). 

(T) [ 0 ; 0 ; 0 ] gTtt f = 50? 

(A) [ 4 ; 0 ; 2,5 ] 0t tf = -60? 

(B) [ 6; 1 ; 1,5] 

SOLUÇÃO: (fig. 374) 

Não hã necessidade de determinar os traços do plano definido 
pele reta de máximo declive . Ê sufi ciente fazer passar dois 
planos horizontais auxiliares por dois pontos quaisquer da re 
ta (A)(B). No caso, fizemos passar por esses dois pontos, cu¬ 
jas interseções com o plano(a)são as horizontais VI, V r l' e 
VVj2 , situando-se os pontos 1 e 2 nas interseções ‘das pro 
jeções horizontais das horizontais, com as perpendiculares a 
A.B traçadas pelos pontos A e B respectivamente , A reta (1)(2) 
ê a solução . 
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•J11 • Achar a reta comum aos planos, (a) que contêm o ponto (T) e o definido 
pelas retas (A)(B) e (B)(Q. 


(T) [ 0 ; 0 ; 0 ] 

(A) [ 6 ; 2 ; 2 ] 

(B) [ 8 ; 0 ; 1 ] 

SOLUÇÃO: Ifig . S?S) 


(C) [ 11 ; 3,5 ; 4,5] 
cur' = 35? 

A 

aiT = -45? 


Como no exercício anterior, não e necessário determinar os tra 
cós do plano definido pelas retas. É suficiente passar dois 
planos horizontais auxiliares ,(B )determinar a interse- 
cão de cada um desses planos auxiliares. com os planos dados . 
As projeções horizontais das horizontais resultantes ao pn- 
meiro plano auxi liar($)encontram-se em W que da M sobre(6 * > 
As projeções horizontais das horizontais resl i ltc ] ntes d °( a i e i$ U - 
do plano auxiliuÁb T )encontram-sj em N que da N sohre\&^) . 

A reta (M)(N) pelas^suas projeções MN e M N eainterseçao de 

sejada. 
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1f2 • 


Determinar a interseção de um plano (a) com os traços em linha reta e que 
contém o ponto (T), com o definido pelos pontos (A), (B) e (C). 

(T) [ 3 ; 0 ; 0] (C) [ 6,5 ; -.2,5 ; -4 ] 

(A) [ 0 ; -1 ; 3,5 ] cor '= 45? 

(B) [ 2,5 ; 2,5 ; 5 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 376) 

0 problema e inteiramente idêntico ao exercício anterior•Fize 
mos passar dois planos horizontais auxiliares e determinamos 
as interseções desses planos auxiliares com os planos dados . 
Com o primeiro plano auxiliar determina-se o ponto (M) pelas 
suas projeções M e M f e com o segundo plano, o ponto (N) pe¬ 
las suas projeções N e N'. A reta (M)(N) é a solução . 



Fíg.376 
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113 • Determinar a interseção de dois plános paralelos a linho de terra, sabendo-se 
que coincidem seus traços de nome contrário segundo o diagrama abaixo. 


a 7T 1 = 8 tt 


aTT=£7T 1 


SOLUÇÃO: (fig. 377) 

Um plano qualquer (y) auxiliar intercepta 08 dois pjlanos da¬ 
dos segundo as retas (V)(H) e (Vi)(H 1 ) e qls projeções dessas 
retas se encontram em um mesmo ponto de onde se traça a reta 
interseção pedida 3 que e uma _ frontohorizontal do 49 diedro 
com as projeções em coincidência ... 




114 • 


Determinar a interseção de um plano de topo (a) que contêm o ponto 
com o definido pelas retas paralelas (A)(B) e (C)(D). 


(T) [ 0 ; 0 ; 0 ] 

(A) [ 1 ; 4 ; 3 ] 

(B) [ 4 ; 1 ; 1 ] 


(C) [ 3 ; ? ; ? ] 

(D) [ 7 ; 0 ; 2 ] 
a tt 1 = 45? 


(T) 








SOLUÇÃO: (fig. 378) 

Um primeiro plano horizontal auxiliar(Q)intercepta o plano de 
topo 9 segundo a reta de topo (r) cuja projeção puntual r 1 se 
situa no ponto de concorrência dos traços a tt fe B tt 'e o plano das 
■paralelas, segundo a horizontal (B)(E), de projeções B'E f e 
BE sendo B'E f coincidente com o traçoBn'. As duas projeções 
horizontais dessas interseções, se interceptam em M que forne 
oe M f em coincidência com r f sobre Btt 1 



Um 

te 


8e 9undo plano 
os planos 


horizontal auxiliar (y) 
dados, duas interseções, 


determina igualmen- 
que são: a de topo 


Fíg.377 
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PRÍNCIPE 


(s) com o plano de topo e a horizontal 
leias, interseções essas que tem em N o 
das projeções horizontais que fornece N 

'reta (M)(N), pelas projeções MN, M'N ' 
está sobre o traço an . 


(A)(F) com o das para- 
ponto de concorrência 
' em coincidência com 

ê a solução,onde M f N ' 


115# Determinar a interseção de um plano horizontal (a) com o definido pelas 
retas (A)(B) e (C)(D) frontohorizontais. 

(A) [ 0 ; 1 ; 2,5 ] (D) [ 3,5 ; ? ; ? ] 

(B) [ 3 ; ? ; ? ] cota de onr ' = 3 

(C) [1,5 ; 2 ; 1 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 279) 



In a ^ ^ 

íraça-se uma reta auxiliar qualquer, (C)(B) por. exem J > ^te^i 
pertença ao plano definido pelas frontO} lox ,^z 0 ntaia 
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na-se F’ sobre air 'que faz conhecer F sobre a projeção CB (no 
caso,_no prolongamento de CB). Esse ponto (F) é um ponto dain 
terseçao, que só pode ser uma frontohorizontal, traça-sê 
por ele a reta pedida. 


116 # 


Determinar a interseção de um plano de perfil (a) que passa pelo ponto (T), 
com outro definido pelos pontos (A), (B) e (C) do qual não se pode utilizar 
os traços. 


< T) [ 1 ; 0 ; o ! (B) [ 2 ; 2,5 ; 1,5 ] 

( A ) [ 0 ; 2 ; 1 j (C) [ 3,5 ; 1 ; 0,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 380) 

A reta^(A)(B) e o pLano de per¬ 
fil têm em (2 j um ponto de cru 
lamento e que e portanto um pon 
to da interseção. 

A reta (B)^(C) e o mesmo plano de 
perfil tem em (1) um ponto de 
CYi ^zamento 2 que é outro ponto 
interseção. A reta de perfil 
{1 )(2) e a pedida. 




117 * Dete ""i"ar a interseção de um plano vertical (a) que contém o ponto (T) 
com outro definido por um ponto (M) e uma reta (B) (C). 

(T) [ 1,5 ; 0 ; 0] (C) [ 5,5 ; 1,5 ; 1,5] 

(M) [ 0 ; 2,5 ; 1,5 ] arr = -40? 

(B) [ 3 ; 0,5 ; 3,5] 
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SOLUÇÃO: (fig • 281) 

Utilizãndo-se como plano auxiliar o frontal(&), este mterce 
ta o plano definido pelo ponto e reta dados, segundoafron 
tal cujas projeções são 1Cj l'C e o plano vertical^) segun 
do a vertical cuja projeçãoo puntual e I que e também o pon¬ 
to de encontro das duas projeções hodzontavs e que da I so¬ 
bre l'CÊ jã um ponto de interseção procurada. 

Operando-se de maneira idêntica com um segundo plano frontal 
(6*) auxiliar, o ponto comum e Jí que fornece K. sobre M 2 e 
que e outro ponto da interseção procurada. Unindo-se* os dois, 
temos a reta solução (I)(K) pelas projeçoes IK, I K . 



Fig. 381 


Tfò 
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118 0 Determinar a interseção de um plano qualquer (a) que contém o ponto 
(T)como (Bp) 

(D [ 0 ; 0 ; 0 J 
A . 

a TT = 40? 

/V 

a TT = -50? 


SOLUÇÃO: (fig. 382) 

Toma-se arbitrariamente um pon¬ 
to (A) que pertença ao (3 ) eprc- 
cede-se como no exercido núme¬ 
ro 107. 

Como o plano bissetor passa pe¬ 
la linha de terra, o ponto (T) 
jã é um ponto da interseção, e, 
para se obter o outro ponto, tra 
ça-se um plano horizontal (g) aú 
xiliar, que determina com os pia 
nos dados duas interseções au¬ 
xiliares, as quais tem em (B) o 
ponto comum. A reta (B)(T)do 29 
bissetor é a interseção pedida. 



^1® • Empregando planos verticais como auxiliares, determinar a reta comum ao 
plano ( a) paralelo a linha de terra, com o plano definido pelas retas con¬ 
correntes (A)(B) e (B)(C) do qual não se pode determinar os traços. 


(A) [ 2 ; 3 ; 0 ] 

(B) [ 5 ; 1,5 ; 4] 

(C) [ 10; 2; 0] 


a" 1 = 2,5 

= 4 


0t TT 


S °lVÇÃ0: (fig , 

383 


li 

*<*ndo-T OS a 0° ra t °°mo plano auxtliar, o vertical ( B) . Procu- 

d ° 8 > ohl~ aS vntevse 9 oes desse plano auxiliar com os planos da 
em ' S - e *• °°J T ! ° P^ ano paralelo a linha de terra a reta 
5 ' lmed ' lata :^ Com o plano das retas tem-se: o traço 
K]e da <? v, I d ° P lano interceptou as duas projeções de mesmo no 


6 retas ém A e D que dão respectivamente A f e 

(esta última no seu prolongamento ). dua 


D r sobreA 'B 9 
duas projeções 
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verticais dessas interseções auxiliares, que .sao H V eA D r qq 
cruzam em M' que fornece M sobre o traço, horizontal do plano 
auxiliar. Esse ponto (M) ê um ponto da interseção procurada . 
Um outro plano ( 6 ) paralelo ao primeiro determina de modo in¬ 
teiramente idêntico, um segundo ponto (N) da interseção dese¬ 
jada. Unindo-se (M)(N) temos a solução pelas suas projeçoes MN, 
M'N ' 


ohs Nesse exercicvo foram empregados planos verticais com, „ 
xiliares, por zmposvgao dos dadas, mas se empreaarmol n ” ~ 
de topo, por exemplo, a solução sera a mesma evidentemenie °Na 

Jfao zr;u£7„7., 





(A) [ o ; 2 ; 1 ] 

(B) [ 2,5 ; 0,5 ; 3,5 ] 

(C) [ 4,5 ; 3 ; 1,5] 


(D) [5,5; 3,5; 4] 

(E) [ 8 ; 0 ; 1 ] 

(F) [ 10 ; 1,5 ; 3] 


Fig.383 
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SOLUÇÃO: (fig. 385) 

Um primeiro plano horizontal auxiliar ( a ) forneoe as seguintes 
interseções: (1)(C) com o plano das retas (a) (B) e (B) (C) e 

(2) (3) com o das retas (D)(E) e (E)(F) cujas projeçoes hori~ 
zontais se cortam em M que dd M r sobre o traço do plano (a) # 
Esse ponto (M) e pois, um ponto da interseção procurada . 
Operando de modo idêntico com um segundo jplano auxiliar (B) ^ 
também horizontal, teremos duas interseções auxiliares^ c U j 0 
ponto comum ê (N), pelas suas projeções N e N f e que ê o ou¬ 
tro ponto^da interseção desejada . Unindo-se (M)(N) tem-se are 
ta solução pelas projeções MN, M'N f . 



Determinar a interseção de um plano definido por duas retas parai 


slas 


(A)(B) 


e (C)(D) com outro definido pela reta de máximo declive (E)(F), dos q ua,s 
se pode determinar os traços. 


não 


(A) [ 0 ; 1 ; 1,5 ] 

(B) [ 3 ; 0,5 ; 3 ] 

(C) [ 1,5 ; 2 ; 1,5] 


(D) [ 4 ; - ? ; ? ] 

(E) [ 6 ; 0 ; 3 ] 

(F) [ 3,5 ; 3 ; 1 ] 
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SOLVÇÃO: (fig. 386) 

■p r ocede-se de modo idêntico ao exercvcio anterior, com o em- 
vrego de dois planos horizontais auxiliares(oL)e(&), os quais 
determinam interseções auxiliares cujos pontos comuns são res 
pectivamente (M) e (N) t como o fizemos no exercício anterior . 
j[ reta (M)(N) pelas suas projeções MN e M'N f e a interseção 

procurada. 

Obs: Tratando-se de plano definido pela reta de máximo decli¬ 
ve, as projeções horizontais das horizontais interseções 
com os planos auxiliares são perpendiculares ã projeção 
horizontal EF da reta de máximo declive . 



Determinar a interseção do (B-^ ) com o plano definido pelo ponto (M) e a 
reta (A)(B) do qual não se pode achar os traços. 

(A) [ 9 ; 1 ; 5 ] 

(B) [ 0 ; 3,5 ; -1,5] 

(M) [ 6 ; 3 ; 4 ] 
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SOLUÇÃO: (fig. 387) 



Fig. 387 


Por M' (projeção vertical do ponto que com a reta define op í 
no), faz-se passar um plano horizontal auxiliar (a) e determi_ 
na-se sua interseção com os planos dados. Com o plano < ^ e “' in ( fg 
do pelo ponte e reta, a interseção e a horizontal ()))(C)> ^ 

projeções MC, M f C f e, com o 19 bissetor é a fronto norizon ^ 
de projeções DE, D } E* que tem em F seu ponto comum, que J ^ 
conhecer F r sobre o traço do p\ano auxiliar e que e um 
da interseção procurada. A f rontohori zontal acima ^ escr \ 0 s 
tem suas projeçoes equidistantes ua linha de terra e os p° n M 
(D) e (E) são tomados arbitrariamente . 

Procede-se de modo idêntico com um segundo plano frontal 
liar ($) , passando por M, cuja interseção com o plano def ^ otn 
do pelo ponto e reta e a frontal de projeções MN e M r ^ f ^ t ^ 
o 19 bissetor, a fronr.rm, 
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quidistantes da linha de terra, sendo I f o ponto de encontro das 
projeçoes verticais dessas duas ultimas interseções auxilia¬ 
res , que fornece I sobre o traço do plano auxiliar, sendo as¬ 
sim (I) o outro ponto procurado. Unindo-se (F)(I) tem-se em 
FI, F , I t a reta solução. 

123 • Determinar a interseção de dois planos definidos, um, pela reta de máximo de 
clive (A)(B) e o outro, pela de máxima inclinação (C)(D). 

Obs: Não utilizar os traços dos planos. 

(A) [ 0 ; 2,5 ; 0 ] (C) [ 6 ; 2 ; 0 ] 

(B) [ 3 ; 0 ; 3 ] (D) [ 9 ; o ; 2 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 388) 



Fig. 388 
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príncipe 


Tr'aça-se um plano horizontal auxiliar (a) a euja interseção eom 
o plano definido pela veta (A)(B) ê a horizontal (E)(F) p e ^ 
las suas projeções EF e E f F ' (a projeção EF perpendicular a AB 
por ser esta de máximo declive). A seguir, traça-se um segun¬ 
do plano auxiliar (8)., frontal, cuja interseção com o plano de 
finido pela reta (C) (D) é a frontal de projeções IG, 1'G'^ 
projeção I'G r perpendicular a C'D? por ser (C)(D) de mãximain 
clihação). 

Ficamos então em.presença de dois planos definidos pelas re¬ 
tas concorrentes (B)(E)(F) e (I)(G)(D). 

0 plano (a )corta o plano (B)(E)(F) no ponto CE) de concorrên¬ 
cia e o planQ (I)(G)(D) segundo a horizontal CS) CD) de proje¬ 
ções SD, S f D' onde a projeção SD encontra EF em M que dá M'so 
bre o traço do plano e que e um ponto da interseção desejada . 
0 plano (8 )corta o plano (I) CG)(D) no ponto CG) *de concorrên¬ 
cia e o plano (B)(E)(F) segundo a frontal de projeções UT e 
U f T r onde a projeção vertical U r T r encontra I f G r em N f que dá 
N sobre o traço do plano e que e o outro ponto da interseção 
procurada. 

Unindo-se os dois pontos (M)(N) assim obtidos, tèm-se em MN, 
M r N f f as projeções que solucionam. 


- referentes a B) 


124 • Determinar o traço da reta (A)(B) sobre o plano (a) que contém o ponto (T)* 

(A) [ -1,5 ; 3 ; 2 ] ott ' = 30? 

(B) [ 2 ; 1 ; 0,5 ] aír = -35? 

(T) [ -2,5 ; 0 ; 0 ] 


SOLUÇÃO: -(fig. 289) 

Y) é 

Como foi explicado na execução da fig. 339, faz-se P aS . saV - n te£ 
la reta CA) (B) o seu plano proj etante(fc), de topo, jcuja ^ ^ 
seção com o plano dado á a reta (V)(H) de prôjejções re to 
cuja projeção horizontal VE intercepta a projeção^AB da 
em I, que dá I r sobre A 'JB 1 . Esse ponto Cl), comum ã reta 
e ã interseção obtida, é o ponto onde a reta fura o pl <* n0 * 
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125 • Determinar o traço da reta (A)(B) sobre o plano (a) paralelo N a linha de 
terra. 

(A) [ 0 ; 1 ; 1 ] a7T f =3 (cota) 

(B) [ 4 ; 3 ; 3,5 ] aTT = 2 (afastamento) 


UÇÃO: ( fxg . zgo) 

Sol UaS„ • 

* e taj idêntica ao exercício 
Q. e o de topo(Q)que 

^Qc? a a íy) (H) de projeções VE 


anterior. 0 
intercepta o 
, V’E'. Essa. 
comum, que e 


plano projetante da 
plano dado, segundo 
interseção e a reta 
o ponto procurado. 
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PRÍNCIPE 



126 • 


Determinar o traço 


da reta (B)(C) sobre o plano tt tt t (A). 

(A) [ -0,5 ; 3,5 ; 2,5] 

(B) [ -2 ; 3 ; 1 ] 

(C) [ 1 ; 1 ; 1,5] 


Solução: (fig . 391) 


intevsí 


Traça-se o plano vertical (a) projetante da reta (B)( 
vrojeção vertical A f do ponto que com tt tt defzne o p 
do. o plano horizontal auxiliar ($)• Procurando-se a 
ção de (8) com os planos (a) e tt tt (A) s obtem se. 

- (A) (D) com o plano tt tt *( A ) j 

- (E)(V) com o plano (a) onde 
foram tomados arbitrariamente . 

As projeções horizontais dessas interseções 
que da F f sobre o traço de (8) . 

Então, a interseção de (a) com tttt (A)sera 
tem em (I) o ponto comum com a reta dada e 
curado. 


os pontos 
se encontram em 


(D)e(%) 

F 


a reta (T)(F>f 
que e o ponto V 


u* 
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127 • 



Determinar o ponto em que a reta (A)(B) fura o 1? bissetor. 


< A > [ 0 ; 2 ; 1 ] (B) [ 3 ; 0,5 


3] 


Solução: (fig. 392) 

Quando o plano é bissetor>o pro 
blema se simplifica porque esse 
plano sendo o lugar geométrico 
de todos os pontos que estão e- 
quidistantes dos planos de pro- 
geçao ò o ponto procurado deve 
ter suas projeções equidistan¬ 
tes da linha de terra. Traça-se 
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príncipe 


então um dos planos projetantes 
da reta (no caso o vertical de 
traços o. 7T e oitt f ) e determina 
se sua interseção com o bisse¬ 
tor, cuja projeção horizontal 
deve coincidir com o jseu traço 
horizontal; a projeção vertical 
dessa interseção serã uma de 
reta de projeções simétricas ao 
traço ot tt em relaçao a tt tt f 
Para se obter essa projeção si¬ 
métrica acima referida, toma-se 
arbitrariamente um ponto (C) do 
bissetor e une-se C f ao ponto 
(T) de concorrência dos traços 
do plano projetante . A projeção 
vertical de (C)(T) intercepta 
A r B T em I f que dã I sobre AB, e 
que é o ponto procurado. 

OBS: Ê indiferente tomar-se co¬ 
mo plano proj etante da re¬ 
ta o vertical ou o de to¬ 
po, Em geral procura-se o 
que melhor atenda a épura, 
de acordo com os dados do 
problema. 



128 • Determinar o píonto onde a reta (A)(B) fura o 2? bissetor. 

(A) [ 0 ; 2 ; 3 ] (B) [ 4 ; 0 ; 2 ] 


Solução: (fig . 292) 

Nesse caso, tratando-se do ê suficiente determinar ^ 

ponto (I) de encontro das duas projeçoes da reta, que e 
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to procurado . 



129 • 


Determinar o traço da reta (A)(B) sobre o plano definido pelas retas concorren 
tes (C)(D)e (D)(E). 


(A) [ 0,5 ; 2,5 ; 1 ] 

(B) [ 2,5 ; 1,5 ; 3] 

(C) [ 3,5 ; 2 ; 2 ] 


(D) [ 4,5 ; 1 ; 2 ] 

(E) [6; 2; 1,5] 


Sol 



u Çao: (fig. 394) 
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Usando-se como plano projetante da reta (A) (B)* o de topo{ 
determinam-se os pontos F 9 e G 9 em que as projeçoes verticais 
das retas encontram o traço de mesmo nome do plano* que dão 
a conhecer F e G respectivamente sobre os prolongamentos de Cd 

e ED. _ . ~ 7 

Unindo-se F a G* essa projeção FG intercepta a projeção hori¬ 
zontal AB da reta em I que faz conhecer I' sobre A 9 B \ 0 pon¬ 
to (I) ê o procurado . 



130 • Determinar o traço da reta (A)(B) sobre o plano definido pela reta de maxir" 
declive (C)(D) do qual nõo se pode determinar os traços. 

(A) [ 0,5 ; 2,5 ; 2,5] (C) [ 4,5 ; 4 ; 1 ] 

(B) [ 3,5 ; 1,5 ; 1 ] (D) [ 7 ; 2,5 ; 2 ] 


Solução: (fig. 395) 

Usa-se como plano projetante da reta dada, o vertical (a). 
$az~ 8e V aQQav um primeiro plano horizontal auxiliar e de 

termina-se sua interseção com os dois planos* isto e* o proje 
tante e o definido pela reta de máximo declive. 

Obtsm-se então: 

- interseção com plano (a) : a horizontal (E)(V) pelas 

suas projeções EV* E 9 V 9 * situando-se a projeção ver¬ 
tical sobre o traço do plano (3) ; 

- interseção com o plano da reta (C)(D): a horizontal 
(D) (H) * pelas suas projeções DH* D 9 H 9 onde Dti e per¬ 
pendicular a CD por ser esta última de máximo decli¬ 
ve . 

As projeções horizontais dessas interseções EV e DH se inter¬ 
ceptam em M que dã M 9 sobre o traço vertical de (3). 

Procede-se igualmente com um segundo plano horizontal ahxili- 
ar ( 3 *) e de modo idêntico obtem-se o ponto (N) pelas suas pro 
jeções NN 9 * situando-se também N 9 sobre o traço vertical do 
(íy . Temos assim a reta (M)(N)* onde a projeção vertical 
M 9 N 9 intercepta a projeção vertical A 9 B 9 da reta dada em I 9 que 
dã I sobre AB. Esse ponto (I) e o ponto pedido. 
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131 • Determinar 

ô traço 

da 

reta 

frontal (A)(B) sobre 

o plano 

( a ) que contêm 

ponto (T). 









(A) 

[ 

2 ; 

1,5 

; 3] 

f 

a Ti = 

35? 


(B) 

[ 

4 ; 

-? . 

/ 

i 1 

a ir = 

-45? 


(T) 

[ 

0 ; 

0 ; 

0] 



Solução: (fig. 

396) 








Problema sem difieuldade alguma, de solução imediata.Traça-se 
o plano de topo (8) projetante da reta dada e determina-se 
sua interseção com o plano dado, que è a reta (V)(H) pelas 
suas projeçoes VH, V f H f , onde a projeção horizontal Vti inter¬ 
cepta a de mesmo nome da reta em I que dã I f sobre o traço ver 
tical do plano . 0 ponto (I) é a solução. 
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132 • Determinar o traÇo da reta horizontal (A)(B) sobre o plano de topo (a ) aue 
contém o ponto (T). ' H 

(A) [ 4 ; 2 ; 3 ] (T) [ 2 ; 0 ; 0 ] 

(B) [ 6 ; 0 ; ? J a tt 1 = 40? 






Solução imediata . 0 plano vertical auxiliar (6) , projetante 
da reta dada e o jplano dado, se interceptam segundo a reta 
(V)(H) de projeçoes VH,~V 9 H f . As duas projeções verticais, da 
reta dada e da interseção achada, se cruzam em I' que fornece 
I sobre o~traço horizontal do plano projetante.Esse ponto (I) 
e a solução , r 
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príncipe 


133 • Determinar o traço de uma 
que contêm um ponto (C). 


Solução: (fig• 298) 

Solução imediata . Seoplq 
no frontal contém um pon¬ 
to de afastamento 2, e 
porque seu traço horizon¬ 
tal tem também o mesmo a- 
fastamento . 

0 plano vertical (B )proje 
tante da reta e o plano 
dado se interceptam se¬ 
gundo a reta (r)vertical, 
cuja projeção horizontal 
r se situa sobre o traço 
ãir 3 e 3 coincide com I 
que da I ' sobre A'B'. 0 
ponto (I) é o ponto procu 
rado . 


reta (A)(B) horizontal, sobre o plano frontal (•■<) 


(A) [ 0 ; 3 ; 2 ] 

(B) [ 3 ; 1 ; ? ] 



134 • Determinar o ponto onde a reta de perfil (A)(B) fura o plano (a) cujos tra 
ços coincidem na origem das coordenadas e é perpendicular ao (3^ ) ‘ 

(A) [ 3 ; 3 ; 2 ] cor ’ = 50? 

(B) [ ? ; 1 ; 0 ] 


Solução: (fig- 299) 

0 ponto (0) onde os traços 
gem das coordenadas, pode ^ 
nha de terra . Se o plano é 
são simétricos em relaçao 
Vo de cxtt com tt tt 1 é o mes 
Rebatendo-se o plano de pe 
bém a interseção entre ele 
interseção em V'Hi e (Ij) 


Q pi, " 

do plano coincidem, que e a ^ 
ser tomado em qualquer lugar d 
perpendicular ao \&-^)seus ~ n au~ 
a linha de terra e portanto o ar.v 

mo (509). „ , 

rfil que contem a reta dada e a 

s, encontramos a reta 
é o ponto comum na interseção « 
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bae. 0 ponto (I) de projeções I e I> é a soluçõo. 



f 2; 4 ■ 1 ] ror c < < o, o ] 

(C) [ 1 ; 3 ; 3 ] 


concorren- 


135 
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PRÍNCIPE 


Solução: (fig• 400) 


0 plane de topo (a) projetante da reta dada intercepta aepro 
j J oões verticais das retas concorrentes, nos pontos 1 e 2 so 
hre C’D' e D'E' respectivamente, pontos esses que aao_ 1 e 2 
sobre as respectivas projeções horizontais. A projeção horv- 
zontal de 2-2 corta a projeção de mesmo nome da reta dada em 
I que dá I' sobre o traço vertical do plano (a) . Esse ponto 

(I) e a solução. , j , 

OBS: De modo idêntico se procederia com o plano dado por duas 

retas paralelas. 
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- r« fr ente * a C) 


136» Determinar o ponto comum aos planos (a) , (g) e (v) 
respectivamente os pontos (T), (J) e (K), sabendo-se que (y) 
,arao (6„). 

A 


<Bp) 


Solução: 
(fig. 401) 


(D [ o ; 0 ; 0 ] 

(J) [4,5; 0 ; 0] 

(K) [ 6,5 ; 0 ; 0 ] 


a 7T 


40Ç 


A 

0t 7T — -60Ç 




que contêm 
ê perpendicu 

8 tt '= ioSQ 

(&= -140Q 
3 SP 


l?Ã e ’á n Â7Yt.°, YT,t f to d t * •««*> t.s- 

is deles e depois’ verifica /“ vn ~ ter8e pào de do 
ceiro plano, temos na reta (V)(H) aa -' lnter ' 8e( ! ao fura o ter- 

V‘‘, a int.neçio ã f, fjfnJ.lLV fe) P ™ . 

terminaçaçx do ponto onde (V)(EJ ‘ 7 ^eguzr, para a de - 

como plan* proietante s * ~ 0 P^ ano (> ) * utt lizou-se 

pedvdo, comum aos três planos dadol. ** aoh ™°* o ponto 
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PRÍNCIPE 


137 • Determinar a interseção dos três planos: horizontal (cl) , vertical (B) e de 
perfi I ( Y ) . 

Obs: Exercício sem coordenadas. 


SOLUÇÃO: (fig. 402) 

A interseção dos dois primeiros planos>(a.) e (B) , e a hori¬ 
zontal (r) de projeçoes r e r f cujo traço vertical V 1 esta 
sobre o traço vertical octt f no ponto de concorrência com o 
traço Bff 1 e projeção horizontal coincidente com o traço Bt^ 
A interseção do primeiro plano (a) , horizontal, comy tercei 
ro (y), de perfil , é a reta de topo (s ), cuja projeção ^ pun- 
tual 8 9 se situa no ponto de concorrência dos traços oitt e 
e pr r ~jeção horizontal s 3 coincide com o traço Y^ 

Es8as duas interseções 3 (r) e (s), se interceptam em 1, que e 

também o ponto de concorrência dos traços Btt e Y 71 ” e Q ue f°E 
nece I 9 sobre, r 9 . 

0 ponto (I) éjpois.a solução . . _ 

OBS: Nesse exercício utilizou-se o primeiro método descrrto 
no estudo teorico . 
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138 • 


Determinar o ponto comum aos seguintes planos- (n) 

de topo que contém (A) e tn » _. \" ... q contém 


(T) 

[ 0 ; 0 ; 0 ] 

A 

a tt f = 409 

(A) 

[ 2 ; 0 ; 4,5 ] 

A 

a Tf — -459 

(J) 

Os 

o 

o 

Y” 1 - 3,5 



YTT =2,5 





>; ( 6 ), 


Fig. 40 3 
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PRfNClPg 


SOLUÇÃO: (fig. 403) 

Do plano (g) , de topo, não foi dada a inclinação de eeu tra¬ 
ço vertical; mas, oomo contém j> ponto (A), logicamente seu tra 
ço vertical passa pela projeção A' do referido ponto.. 
Utilizando-se o primeiro processo ja descrito,determinamos as 
duas interseções, primeiro, de (a) com (3) « dep^ois, de (a) 
com ( Y ) . 0 ponto (I) comum às duas interseções e a solução. 


139 • Determinar o ponto comum aos planos (a) que contém o ponto (T), (3) do 
do pelos pontos (A), (B) e (C) do qual não se pode determinar os traços e 
(y) paralelo'a linha de terra. 

(T) [ 0 ; 0 ; 0 ] ott ’= 35? 

(A) [ 4 ; 1,5 ; 2 ] <** = -45? 

(B) [ 6; 0; 1 ] 4,5 

(C) [ 7 ; 1 ; 4] = 3 


SOLUÇÃO: (fig. 404) 

üetermina-8e a interseção dos dois pZanos dados peZos traçoe 
e obtêm-se a reta (V)(H) peZas suas projeções VH> 
UtiZizando-se oomo pZano projetante dessa interseção o de to 
po (/) gdra se determinar onde eZa fura o pZano dado peZos p 
to8 y encontra-se o ponto (I) dado peZas projeções I f que 
a 8oZução. 
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referentes a D) 


NOTA: 


Os casos de solução imediata já foram tratados no estudo teórico (fig. 340 
a 361) e não serão portanto objeto da série de exercícios a seguir. 
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príncipe 


140 • De um ponto (A) traçar uma perpendicular a um plano (a) paralelo a linha 
de terra. 

(A) [ 0 ; 2 ; 3] Cf'=4 

a tt =3 


SOLUÇÃO: (fig. 405) 

Faz-se passar um plano auxiliar de perfil (g) que oontenha o 
ponto dado e determina-se sua interseção aom o plano. também 
dado, o que ocorre em V'R^. De (Aj) traça-se uma perpendicu¬ 
lar- AjMj por exemplo - àquela interseção V'Hi, e > des fazendo- 
se o rebatimento , tem-se em (A)(M) a reta solução, representa 
da por svCas projeções AM, A'M*. 0 ponto (Mj) foi tomado arbi¬ 
trariamente . 
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(A) [ 4 ; -2,5 ; 4 ] air = 1,5 


SOLUÇÃO: (fig. 406) 

ífz: iguai - 

ül/r, 1 :?: °°<« “ «•- *«<-»•"-« . 11™ 

Rebatendo-se o olnnn j ~ 

se emjz-j) sua interseção oom^llano*/T**" ° p0nto > obtem- 
ma o angulo de 459 com tt tt f o ^ la . no da d° J* em (r 2 ) que for- 
perpendicular (Aj)(Bj) a (»/) * vnteV8e Ç ao oom o (3 ). A 

reta pedzda. em Aü > A B j as proj^goes da 
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príncipe 



142 • De um ponto (M), traçar uma perpendicular ao plano definido pelos pontos 
(A), (B) e (C) do qual não se pode determinar os traços. 

(A) [ -3 ; 4 ; 3] (C) [ 2,5 ; 3,5 ; 2] 

(B) [ 0,5 ; 2 ; 4 ] (M) [ 1 ; 1 ; 1 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 407) 

Utilizando-se as retas principais do plano , temos em AD, A'D' 
uma horizontal e em CE, C'E' uma frontal. . 

/suficiente traçar pelo ponto dado uma reta (r) cuja proje 
Ido vertical r> \eja perpendicular a projeção de^ mesmo nomeia 


frontal e projeção horizontal (r), perpendicular a 
de mesmo nome do horizontal. 


projeção 



Fig. 407 
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143 • Traçar pc- um ponto (A) uma reta (A)(B) perpendicular ao plano definido pelo 
ponto (M) e a linha de terra, devendo o ponto (B) possuir cota e afastamento 
na razão 2/3. 

(A) [ 0 ; 1 ; 3,5 ] (M) [ o ; 1 ; 1 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 408) 

0'plano de perfil auxiliar (y) 
que contém os pontos (A) e (M) 
dados y intercepta o plano, defi- 
nido pelo ponto e pela linha de 
terraj segundo a reta (rj) que 
une o ponto (Mj) a origem das 
coordenadas . 

Devendo o ponto (B) possuir co¬ 
ta e afastamento na razão dada 
de 2/3y toma-se o ponto (C) que 
mantenha essa razão 3 isto é 3 um 
ponto com cota 2 e 3 afastamento 
2 e tem-se na reta (r«) a inter 
seção do plano de perfil com o 
definido pela linha de terra e 
o ponto (o). Assim 3 (r£) é o lu 
gar geométrico de todos os pon¬ 
tos que possuem cota e afasta¬ 
mento na razão 2/2. De (A}) bai 
xa-se então (AjJiBj) perpendi¬ 
cular a reta (rj) e o ponto(Bj) 
sobre (r 2 ) fornece 3 desfeito o 
rebatimento 3 as projeções B eB 9 
A reta de perfil de projeções 
ABy A f B ' é a solução. 



144 • Determinar as projeções da menor distância do ponto (A) ao plano (a) que 
contém o ponto (T) e ê perpendicular ao (3p ) . 

(A) [ 3 ; 3 ; 2 ] a 7T 1 = 60? 

(T) [ 0 ; 0 ; 0 ] 
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SOLUÇÃO: (fig. 409) 

A menor distância de um ponto ao plano é a perpendicular do 
ponto ao seu pé no plano, isto é, do ponto do espaço ao ponto 
onde essa perpendicular fura o plano. 

Então, traça-se do ponto dado (A) a perpendicular (r) ao pia 
no (a) ; procura-se q ponto onde essa perpendicular fura o pia 
no o que ocorre em (B) cujas projeçoes B e B' situam-se so¬ 
bre VH, V'H' respectivamente, pois (H)(V) e a interseção do 
plano dado com o plano auxiliar ( 8 ) , vertical, proj etante 
dessa interseção que é perpendicular ao plano (a) • A reta 
(A)(B) pelas projeções AB , A. ' B 1 resolve o problema. 


145 • 



Por um ponto dado (A), do (g ) / traçar um plano perpendicular a uma 
retc de perfil (M)(N). ^ 

(A) [ 3 ; ? ; 1 ] 

(M) [ 0 ; 2,5 ; 3 ] 

(N) [ ? ; 1 ; 1,5] 
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SOLUÇÃO: (fig. 410) 
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Rebate-se o plano de perfil projetante da reta dada (M)(N) e 
também o que oontém o ponto (A). 

Por (Aj) traça-se 3 perpendicularmente a (M^)(R^), a reta V f Hj 
situando-se V na interseção com o plano de perfil que contém 
(M) (N) 2 i/j sobre a linha de terra . Essa reta V r Hj é a inter¬ 
seção do plano de perfil auxiliar que contêm (M)(N) com o pia 
no (ol) paralelo ã linha de terra e pelos traços V e H passam 
os traços onr r e air do plano solução . 



Fíg.410 


^4(5 • Por um ponto dado (M), fazer passar um plano perpendicular ao definido 
los pontos (A), (B) e (C) do qual não se pode determinar os traços. 


s OLUÇÃO: 


(M) [ 4 ; 4 
(A) [ 2 ; 3 

(fig. 411) 


2 ] 

1,5] 


(B) [ 4,5 ; 0 ; 3,5] 

(Q [ 7 ; 3 ; 0 ] 


pe- 


T**aça-8e uma 
tal como foi 
(M) traça-se 


horizontal (A)(D) e uma frontal (E)(C) do plano 
feito, no exerc-Lcio 142 (fig._ 407). A seguir, por 
uma reta (M)(V) cuja projeção horizontal MV seda 
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príncipe 


p . rp .„dic*la* i pvoieçio hori.o.ial H> • 

M'V perpendicular a projeção vertical E C da frontal retos 
traços V e H dessa reta (M)(V) passarao os traços de qual¬ 
quer plano solução, como por exemplo, o plano C ). 



147 • Mesmo exercício anterior com os dados abaixo, devendo o plano solução 
ter o ponto (T). 

(M) [ 2 ; 1 ; 1/5] (C) [ 10 ; 3 ; -2] 

(A) [ 4,5 ; 1 ; 1,5] (T) [ 0 ; 0 ; O] 

(B) [ 7 ; -3 ; 1 ] 
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SOLUÇÃO: (fig. 412) 

Procede-se exatamente como no exercício anterior. Traca-se a 
horizontal (A) (D) e a frontal (E)(C) do plano. A seguir, por 
. J tTa Q a se uma jreta (M)(V) cuja projeção horizontal MV se 
3 a P^Vendicular a projeção horizontal AD e projeção vertical 
M V perpendicular a projeção vertical E'C da frontal. Pelos 
traços V e ti dessa reta (M)(V), passarão os traços do plano 
(a) 1 ue n oo e indeterminado como no exercício anterior por¬ 
que ha a exigencia do plano conter o ponto (T) dado. Então 
unmdo se T V tem-se o traço cxtt ' e do mesmo modo, unindo-se 
TH tem-se o traço air . 0 plano ( a ) S, pois, a solução. 



Por um ponto dado (A), traçar um plano perpendicular ao ( R ) que 
nha o ponto (T). I 


(A) [ 3 ; 1,5 ; 2,5] (T) [ 1 ; 0 ; 0] 


conte- 


148 • 
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PRÍNCIPE 


SOLUÇÃO: (fig. 412) 

Pelo ponto dado 3 faz-se passar o plano de perfil auxiliar que 
o contém e determina-se sua interseção com o (B t ) que é a 
reta (** 1 ) inclinada de 45Q com a linha de terra. Por (Atra 
çq-se V^Hi perpendicularmente ao isto è 3 perpendicular 
"h reta (rj) e des fazendo-se o rebatimento 3 tem-se H 3 traço ho 
rizontal da interseção. Unindo-se T f V e Tü 3 tem-se o plano 
(a) que é perpendicular ao (3 ) e ; portanto 3 de traços simé¬ 
tricos. *- 



149 • Por um ponto dado (A), traçar um plano perpendicular ao (g ) que conte¬ 
nha o ponto (J). 


(A) [ 4 ; -3 ; -1 ] 


(J) [ 3 ; 0 ; 0 ] 
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SOLUÇÃO: Cfig. 414) 

0 ponto dado esta no 2Ç die¬ 
dro e 3 procedendo-se tal co¬ 
mo no exercício anterior 3 tem 
se em (rj) a reta interseção 
do plano de perfil que con¬ 
tém o ponto (A) com o (Bp). 
Por (A^) que se obtém apos o 
rebatimento do plano de per- 
filj traça-ee (A*)V' perpen¬ 
dicular a (rj)» Desfeito ore 
batimento 3 o traço H coinci¬ 
de com V* e esse ponto V 1 =tf 
+ne-se ao ponto (J) dado e 
em-se o plano (a) que é a 
sólução. 



150 • Por um ponto (A), traçar uma perpendicular a uma reta (B)(C) de perfil. 


SOLUÇÃO: (fig. 415) 

Faz-se passar pela reta 
(B)(C) 3 o plano de perfil que 
a contem 3 o qual rebatido for 
nece (B-^)(C^). Do ponto dado 
(A)j traça-se a perpendicu¬ 
lar ao plano de perfil que é 
uma paralela a linha de ter 
ra (A)(F)j de projeções AF 3 
A'F' S situando-se (F) no mes 
mo plano de perfil que con¬ 
tém a reta (B)(C). Essa reta 
(A)(F) será ortogonal ã re¬ 
ta de perfil dada. De (Fj) 3 
traça-se (Fj) (Mj) perpendicu 
lar a (Bi)(Cj) e desfeito o 
rebatimento 3 (Mj) fornece as 
projeções M e M* . A reta 
(A) (M)^ 3 pelas projeções AM , 
A f M\ é a reta solução. 


(A) [ 0 ; 2 ; 3 ] 

(B) [ 2 ; 1 ; -1 ] 

(C) [ ? ; 3 ; 1,5 ] 
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PRÍNCIPE 


151 • Por um ponto dado (A), traçar um plano perpendicular a reta (B)(C) dada. 

(A) [ 0 ; 1,5 ; 1 ] 

(B) [ -2 ; 1 ; 2 ] 

(C) [ -1 ; 2 ; 2,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 416) 

Pelo ponto dado, de proje¬ 
ções A e A ', traça-se uma ho 
rizontal (A)(V), cuja proje¬ 
ção horizontal AV seja per¬ 
pendicular 'a projeção de mes 
mo nome da reta . Pelo„ traço 
V r dessa horizontal, faz-se 
passar o traço ctTT f * per¬ 
pendicular ã projeção verti¬ 
cal B f C r da reta, sendo o tra 
ço oití paralelo a AV . 0 pia 
no (a) ê a solução . 



F/9416 


152 • Por um ponto dado (A), traçar uma reta perpendicular a reta (B)(C). 

(A) [ 5 ; 2,5 ; 3 ] 

(B) [ 2 ; 3,5 ; 3 ] 

(C) [ 4 ; 2 ; 1,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 417) 

Procede-se tal como esta descrito na solução geométrica (fig 
258), ou seja, traçar pelo ponto um plano perpendicular "a re 
ta e determinar o ponto em que a reta dada fura esse plano 
ponto esse que, unido ao pronto dado, fornece reta pedida . 
Então, para se traçar por um ponto dado um plano perpendi cu 
lar a uma reta dada (ver exercício anterior) traça-se a hori 
zontal (A)(V) onde a projeção horizontal AV é perpendicular 
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projeçãoBC^da reta dada , e, pelo traçô vertioal V vervend 7 
cul ar mente a vroieenn ir f r f „ » jP&rponat- 

leio a AV. P ^ ? c , faz-se passar arr' sendo para 

Determina-se, a seguir t o ponto em que a reta (B)(C) fura n n? 

Zrtilal U Ts) Za A d i~r 00m0 ~ Vl r° P^õetante da reWYadZ? ~o 

7J, âr. lúr^í s 
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PRÍNCIPE 


153 • Mesmo exercício anterior com os pontos na situação abaixo, representando a 
penas o segmento no 19 diedro da reta pedida. 

(A) [ 1 ; 1 ; 3,5 ] 

(B) [ 4 ; 4 ; -4 ] 

(C) [ 7 ; -3 ; -1 ] 

SOLUÇÃO: (fig. 418) 

Procedendo-se exatamente como no exercício anterior, tem-se: 
plano (a) de traço vertical oítt f passando pelo traço V 1 da ho¬ 
rizontal (A)(V) e perpendicular d projeção B t C t da reta; tra¬ 
ço horizontal air paralelo a AV. 

Plano projetante da reta dada, o de topo (B) e interseção de 
(a) e (3) , a reta (V l )(ü), de projeções V^H, Vj #'• 

Ponto onde a reta (B)(C) fura o plano (a) e (I), ou seja,on 
de VjH intercepta BC é a projeção I que dã I 9 f sobre B'C'.A re 
ta (A) (I) é a reta pedida que tem em AHj, A Hj } as projeções 
do segmento no 19 diedro . 



Fig. 418 
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154 • Ror uma reta dada (A)(B) traçar um plano perpendicular ao plano( a 'l que con 
tem o ponto (T). n - 

(A) [ 2 ; 1 ; o ] av 1= 50? 

(B) [ 5 ; 3 ; 3 ] OTT = -40? 

(T) [. 3,5 ; 0 ; 0 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 419) 

“ r "J >0n , t ° ) ^ ual Uuer da reta dada, (B), por exemplo, traça-se 

dZas j>+ P P er (' end ' LCul ar ao plano dado. Pelos traços dessas 
duas retas passam os traços do plano pedido (6) ? 



Fig. 419 
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PRÍNCIPE 


# p or um ponto dado (A), traçar um plano perpendicular a dois planos (a),que 
contém o ponto (T) e (3) perpendicular ao (3^) e que contém (J). 


(A) [ 1,5 ; 1 ; 2] 

(T) [ 2 ; 0 ; 0 ] 

(J) [ 5 ; 0 ; 0 ] 


CtTT '= 120? 

a it = -35? 
&it =-140? 


SOLUÇÃO: (fig. 420) 

Pelo ponto dado 3 traçam-se duas retas perpendiculares respec¬ 
tivamente aos planos dados. No caso 3 (A)(ti) perpendicular ao 
plano (a) , onde ti e V 9 são os seus traços; (A)(tij) perpendi¬ 
cular ao plano (3) onde ti 1 e V; são os seus traços. Os traços 
do plano (y) solução passarão pelos traços respectivos des¬ 
sas duas perpendiculares . 



0 

i- 

• Exercícios diversos (resolvidos) 

• Exercícios propostos 

l_ 


Este capítulo é só de exercícios. Na primeira parte (item A), exercícios diversos, resol 
vidos, abrangendo todo o assunto estudado neste Volume I. Na segunda parte (item B)~ 
exercícios propostos,- para serem resolvidos. 




• Exercícios diversos (resolvidos) 


156 • 


Dados um plano(a)que contém o ponto (T) e é 
reta (A)(B), determinar: 

a) um ponto do plano que tenha afastamento positivo e cota 
negativa; 

b) um ponto da reta cuja relação entre cota e afastamento es 
te ja na razão -3; 

c) a interseção da reta com o plano. 


perpendicular ao (3^) e uma 


(T) [ 4 ; 0 ; 0 ] 

(A) [ 7 ; 2 ; 1 ] aír' = 30? 

(B) [ 7 ; 3 ; -4 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 421) 

Traçado jd plano (a) 3 como é perpendicular ao(3p) ,seus tra¬ 
ços estão em linha reta. 0 primeiro item e de solução imedia¬ 
ta: uma frontal arbitraria do plano 3 (C)(D) por exemplo 3 tem 
no ponto (D) do (3p) a resposta 3 pois seu afastamento ê posi¬ 
tivo e sua cota negativa. 

tiara o segundo item 3 ver exercido 72 (fig. 292). Rebatido o 
plano de perfil (3) que contêm a reta 3 tem-se (Aj)(Bj). Mar¬ 
cado o ponto (F) na relação dada 3 isto ê 3 cota positiva uma u. 
nidade e afastamento negativo ^três unidades 3 e dai 3 as proje¬ 
ções F e F 9 e a reta (J)(F;) õ o lugar geométrico de todos os 
pontos na razão dada; essa~ reta (J)(Fj) intercepta (Aj)(Bj) 
no ponto . (Mi) cujas projeçoes M e M 9 solucionam o segundo i- 
tem. 

Quanto ao terceiro item 3 semelhante ao exercido 134 (fig . 399). 























Fig. 421 

157 • Achar os traços do plano mediador do segmento (A)(B) e determinar a interse¬ 
ção desse plano com o ( B -j- ) 

(A) [ 2 ; 2 ; 3 ] 

(B) [ 5 ; 3 ; 1 ] 

SOLUÇÃO: (fig . 423) 

Explicação necessária: Quando, dada uma reta pelas suas proj 
çoes, se desejar um ponto da reta equidistante de seus extre 
mos, basta tomar um ponto que seja equidistante dos extremos 
das projeções. 


\ 


descritiva I 


285 


Na fig. 422, (C) varia para (A) (B) na mesma razão que C varia 

para AB. Diz-se então que as razões das projeções de duas 
partes de uma reta ê igual ã razão das partes dessa reta. 
Assim, na fig . 422, teremos: 


AC_ _ (A) (C) 
CB (C)(B) 


e por essa razao, quando (C) for 
meio de (A)(B), a projeção C se¬ 
rá meio de AB. 


Voltando então ao exercício proposto, pelo ponto médio (M) de 

(A)(B), faz-se passar o plano (a) perpendicular a (A)(B).(Ver 
fig. 349), e que é o plano mediador . (Fig. 423) 

Achado o plano (a) , para determinar sua interseção com a(g ) 
procede-se como no exercício 107 (fig. 371). *- 

A reta (T)(I) pelas projeções TI, T f I* é a solução . 



158 • Por um ponto dado (A), traçar uma reta que encontre duas outras retas (B)(C) 
e (D)(E) não coplanares. 

(A) [4,5 ; 1;5 ; 2 ] (D) [ 0 ; 3 ; 1,5 ] 

(B) [ -1 ; 1,5 ; 0] (E) [ 5,5 ; 4,5 ; O] 

(C) [ 2 ; 0 ; 2,5] 
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PRÍNCIPE 


SOLUÇÃO: (fig. 424) 

Pelo ponto e por uma das retas, faz-se passar um plano* e de¬ 
termina-se o traço da outra reta sobre o plano determinado, o 
qual, unido ao ponto dado, resulta na reta pedida . 

Então, traçou-se pelo ponto dado (A), a reta (A)(F) paralela 
a reta (B)(C), onde o ponto (F) foi tomado arbitrariamente . 
Fioamos assim com um plano definindo por duas retas paralelas, 
do qual, entretanto, não e necessário determinar os traços . 
Para se determinar o ponto onde a reta (D)(E) fura o plano 
das paralelas, usou-se o projetante^de topo (g) * cujo traço 

vertical 3 tt 1 interceptou as projeções verticais das reatas pq 
ralelas, em 1 f e 2' que fornecem 1 e 2 sobre as projeções ho¬ 
rizontais respectivas , e onde 1-2 e DE se encontram em I que 
dã I' sobre as projeções verticais respectivas que coincidem 
com o traço g tt * . Esse ponto (I) unido ao ponto dado (A), re 

sulta na reta solução, de projeções IA, I'A f * 





DESCRITIVA I 


287 


159 • Traçar uma reta que se apoie em duas retas dadas, (A)(B) e (C)(D) não copla 
nares, e que seja paralela ò uma terceira reta (E)(F). K " 

(A) [ 0 ; I ; 0 ] (D) [ 8 ; 2 ; 0 ] 

(B) [ 3,5 ; 3 ; 2,5 ] (E) [ 8,5 ; 2 ; 2 ] 

< C > [5; 5; 4] (F) [10; 1,5; 2] 

SOLUÇÃO: (fig. 425) 

* a \ ntev f epdo de d °is planos conduzidos respeo 
■Uvamente pelas retas dadas, paralelamente à tevoeira reta ~ 
Por um ponto qualquer (G) da reta (A)(B), traçou-se a reta‘(r) 
paralela a teroetra reta (E)(F), determinando assim um plano 
definido por essas retas. Para a determinação do ponto (I) em 

TAín) n À { UrOU (a\ Vl T°' U80U ~ 8 * aomo plano Projetante d e 

leia ã Opo(6) -- Do p ° nt °~ (I) > traçou-se a reta (s) para 

teta a (E)(F) e que e a solução . * - 
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PRÍNCIPE 


160» Por um ponto dado (A), traçar uma reta (r) paralela a um plano (a)que con¬ 
tém o ponto (T) e que se apoie numa reta dada (C)(D). 

(A) [2,5 ; 3 ; 1 ] m [ 0 ; 0 ; O] 

(C) [-0,5 ; 2,5 ; 3 ] a^'= 5 o? 

(D) [ 3,5 ; 1,5 ; 1 ] <A = -30? 

1.a SOLUÇÃO: (fig. 426) 

Traça-se pelo ponto dado 9 um plano paralelo ao plano dado e 
determina-se o ponto onde a reta fura esse plano 9 o qual 9 uni- 
do ao ponto dado 9 determina a reta pedida . 

Traçou-se então a horizontal (A)(V) e pelo traço V' 9 paralela- 
mente ao traço oitt 1 do plano dado 9 faz-se passar o traço ver¬ 
tical Btt 1 do plano paralelo a (a) e por (J) 9 o traço Btt pa 
rale lo a ot tt . 0 plano (3) é assim paralelo ao plano (a)pas 
sando por (A). Utilizando-se como plano projetante da reta 
(C)(D) o de topo ( y) 9 obtêm-se em ( I ) o ponto onde essa re¬ 
ta (C)(D) fura o plano ( B ) > o qual 9 unido ao ponto (A) í forne 
ce a reta (A)(I) y ou reta (r) que ê a solução. 
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2.a SOLUÇÃO: (fig. 427) 

Podemos empregar uma 2.a solução (fig. 427). 

Une-se o ponto (A) dado 3 a um dos pontos da reta dada 9 (D)por 
exemplo^ o que determina o plano (Q) definido pelas retas con 
correntes (A)(D) e (D)(C), A seguir , procura-se a interseção 



dos dois planos (a) e (£) , que ê a reta ^ pelo pon 
to (A)j traça-se a reta (r) ou (A)^(I) J paralela ã reta inter¬ 
seção (V 2 )(H2^ onde o ponto (I) ê tomado arbitrariamente . 
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PRÍNCIPE 




1 61 • Por um ponto (A), traçar uma reta paralela a um plano (a ) que ê 
tttt ? , e que encontre uma reta (B)(C). 

(A) [0 ; 5,5 ; 2] a7r '= 3,5 

(B) [ 2 ; 2,5 ; 0] «7T = 5 

(C) [ 8 ; 0 ; 6 ] 

SOLUÇÃO: (fig. 428) 


paralelo a 





Adotando a 2.a solução do exercício anterior, uniu-se o ponto 
dado (A) ao ponto (B), resultando no plano definido pelas re¬ 
tas concorrentes (A)(B) e (B)(C), cujos traços são Bit e 6ir ' 
e sendo e BjV£ as projeções da interseção dos planos(a)e 
(B) , Pelo ponto (A), a reta (r) paralela à interseção ae {a) 

e (B),é a solução. CiVf 


Fig. 428 
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162, 


Por um ponto dado (A) , traçar uma reta paralela ao plano tttt '(M) e que se a 
poie numa reta de perfil (B)(C). 


(A) [0; 2; 3] (C) [ ? ; 1,5; 2] 

(B) [ 2 ; 0,5 ; 3] (M) [ 2 ; 2,5 ; 1 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 429) 

Rebate-se o piano (ót) de per 
fil que contém o ponto (M) e 
a reta (B)(C) e tem-se (Mi^ e 
(Bi)(Ci). A reta (T)(M^) é a 
interseção do plano de perfil 
com o plano dado, definido pelo 
ponto e pela linha de terra . 
Traçando-se por (Aj)^paralela 
mentfe ã interseção (T) (Mj) 3 
tem-se (Aj) (Dj) situando-se 
(Di) sobre (B2 )(Cj). Desfeito 
o rebatimento 3 o ponto (Dj) 
fornece as projeções De D'que 
unidos respectivamente ãs pro 
jeções de (A), resulta na re¬ 
ta solução 3 de projeções AD 3 
A 'D*. . 





163# Determinar os traços de um plano definido pela reta (A)(B) e ponto (M) e , por 
um ponto (C) do referido plano / traçar um pjano paralelo ao ( 3 ^) 

(A) [ 0 ; 1 ; 2,5 ] (M) [ 4 ; 3 ; 1 ] 

(B) [ 8 ; 1 ; 2,5 ] (C) [ 8 ; 2 ; ? J 
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PRÍNCIPE 


SOLUÇÃO: (fig . 430) 

A reta (A)(B) é frontohorizontal. Para se determinar o plano 
que ~e la e o ponto (M) definem, prooede-se como no exerc%cio 
5-4- (fig* 274). Obtêm-se assim o plano (a) paralelo a linha de 

terra. ( Q \ 

Para se traçar pelo ponto (C) um plano paralelo ao^PjJver a 
Obs. da fig. 315. Antes t porêm ] ê necessário determinair a cota 
desse ponto (C) que não ê dada; para isso, traça-se CN que êa 
projeção horizontal de uma frontohorizontal ao plano,situan 
do-se a projeção N sobre HV, que dã N' sobre H'V' e, de N' a 
projeção vertical dessa frontohorizontal, que faz . conhecer 
C* sobre a linha de chamada correspondente. E verifica-se que 
a cota ê menor que o afastamento, aplicando-se então a Obs.. a 
cima citada, e portanto, definindo o plano (6) pedido, cujos 
traços estarão erri coincidência e abaixo da linha, de terra. 

Uma verificação pode ser feita, operando pelo método clássi¬ 
co: toma-se um ponto qualquer (F) que pejrtença ao ( 6 ^) £ jum 

ponto (E) sobre tt tt f ; a reta (E)(F) serã do bissetor como e e 
vidente. Do ponto dado (C) traçjx-se a paralela a essa reta 
(E)(F) por cujos traços passarão os traços do plano pedvdo. 
Observa-se que hã perfeita coincidência nos traços do plano 
(3; jã obtido pelo método anterior. 
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164# Um plano é definido pela reta (A)(B) e o ponto (M). Pede-se construir: 

a) O pé, no ( $ p ) / da perpendicular a ele traçada do pon¬ 
to (M); 

b) Os traços de plano definido pela reta (A)(B) e o ponto (M). 

(A) [ 6 ; 3,5 ; 4] 

(B) [ 6 ; -I ; -0,5 ] 

(M) [ 3 ; 1,5 ; 1,5 ] 

SOLUÇÃO: (fig. 431) 


a) 


b) 


Determina-se a perpendicular ao(& ), traçando, pelo pon¬ 
to (M) a reta de perfil (M)(N) de^projeções iguais e de sen 
tidos contrários (ver fig. 347 e respectiva descrição). A 
seguir, procura-se o ponto onde a reta (M)(N) fura o (3 ) 
o que ocorre em (I), que ê o ponto pedido no 19 item. P 


Unindo-se o ponto (M) aos dois pontos (A) e (B) da reta de 
perfil, resulta num plano de duas retas concorrentes em (M) 

e (M)(B). (Notar que o ponto de 
39 diedro). Feios traços dessas 
passam os traços respectivos do 


ou seja, retas (M)(A) 
jeçoes B e B* esta no 
as retas concorrentes, L 
no (a) solução, que ê perpendicular ao (3 )por possuir 
us trace em linha reta íaTraaTr 1 )* 


P r 2 
du- 
pl 
se 



i 1» 




































294 


PRÍNCIPE 


165# Sendo dadas as retas (A)(B) e (C)(D) não situadas no mesmo plano, pede-se: 

a) ^onstruir uma frontal que se apoie nas retas dadas de tal mo 
do, que a projeção vertical do segmento compreendido en¬ 
tre os pontos de apoio tenha o comprimento de 3 cm; 

b) determinar sobre (A)(B) dois pontos, cuja relação entre co 
ta e afastamento seja igual, respectivamente, a +1 e -1 . 

(A) [3; 5; 1,5] (Q [ 5 ; 3 ; 3 ] 

(3) [ 3 ; 1 ; 1,5 1 (D) [ 7 ; 0 ; 1 ] 

SOLUÇÃO: (fig. 432) 

a) Todos os pontos da reta (A) (B)^, que é uma reta de topo , se 
projetam verti calmente em um ünico ponto. Então, todos. os 
pontos de um plano frontal situados a 3 cm de A ' B f ,existem 
sobre uma circunferência cujo centro é A f B' e raio 3 cm.Os 
pontos comuns a essa circunferência e a C 1 D*, saoasproge 
ções verticais de dois pontos da reta solução. ^ 

Então, com centro em A'B' traça-se a circunferência de ra¬ 
io igual a 3 cm, que corta C'D' em E f e seu prolongamento 
em G f que fazem conhecer respectivamente os pontos E e G. 
Duas são as retas soluçoes: (E)(F) e (G)(M). 
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b) na relação dada, os pontos pedidos são os que a reta fura 
os bissetores. Tratando-se de uma reta de topo, em que to¬ 
dos os pontos tem a mesma projeção vertical, verifica-se 
que (F) e o ponto onde a reta fura o (B-^)g nesse mesmo 
ponto (nao assinalado para não sobrecarregar a épura) onde 
a mesma reta fura o (& ) . 


166 < 


i que se apoie 

em três retas 

dadas. 

(A) (8), 

(C)(D), e 

duas no mesmo plano. 




(A) [ 2 ; 1 

; i] 

(D) 

[ 7,5 

; 0 ; 5] 

(B) [4,5; 

4,5 ; 0 ] 

(E) 

[10; 

2 ; 2] 

(C) [ 3,5 , 

4 / 0] 

(F) 

[ 13 ; 

0 ; 5] 


F'/v: 


d'sv; 


Fíg. 433 
































296 


PRÍNCIPE 


SOLUÇÃO: (fig. 433) 

Toma-se um ponto qualquer sobre qualquer das retas dadas 3 como 
no casOy por exemploy o ponto (D). Esse ponto e cada uma das 
retas (A) (B) e (E)(F) definem dois planos cuja interseção e 
a reta pedida . 

Assimy o ponto (D) e a reta (A)(B) definem o plano (a) >cujo 
traço vertical cxtt 1 passa pelos traços V f e v[ das revas(A)(B) 
e (B) (D) y o mesmo acontecendo com o traço horizontal an que 
passa por (H)y pois esse traço e o mesmo das duas citadas re¬ 
tas» 

Da mesma forma 3 o ponto (D) e a reta (E)(F) definem o plano 
( 3 ) paralelo a tttt 7 , cujo traço vertical 3 tt r passa por Vj 
e V 2 que são os traços verticais das retas (D)(E) e (E)(F)e o 
traço horizontal 8 tt por Hj e #3 que são os traços horizon¬ 
tais das mesmas retas . 

A interseção (M)(D) dos dois planos (a) e (3) õ a solução 3 re 
presentada na epura 3 pelas suas projeções MD e M'#'. 


167# Dá-se um plano definido pela reta (A)(B), de máximo declive e um outro pia 
no perpendicular ao (3p) contendo a reta (C)(D). 

Sem empregar os traços do plano definido por (A)(B) / pede-se: 

a) por (M), uma reta paralela aos dois planos; 

b) sobre essa reta, um ponto (K) de cota igual a -2cm. 

(A) [ 1 ; 1 ; 0,5] (D) [ 10 ; 2 ; 0,5 ] 

(B) [4; 2,5; 2,5] (M) [5; 1,5; 1,5] 

(C) [ 7,5 ; 0,5 ; 2,5 ] 

SOLUÇÃO: (fig. 434) 

a) A reta, paralela aos dois planos serã evidentemente a para¬ 
lela ã interseção deles . 

0 plano que contem (C)(D) é facilmente determinado porque 
passa pelos traços V' e H da reta e tem seus traços em li¬ 
nha reta por ser perpendicular ao( 3 ) . É o plano (a)j de 
traços a tt 1 e a tt em linha reta . P 

Para se determinar a interseção do vlano (a) , com o de - 
fini'do pela reta (A)(B) de mãximç decLive 3 usamosy como já 
sabemosy dois planos horizontais auxiliares . 0 primeirOyde 

traço 6 tt ^ y t no casOy passando por A r e D 9 tem as seguintes 
interseções: 

- a horizontal (A)(E) com o plano da reta (A)(B) onde AE 
perpendicular a AB e E f sobre o traço do plancj (3.) ; 

- a horizontal (V j)(G) 3 com o plano {a) 3 onde Vj e o ponto 

de encontro dos traços verticais dos planos e VjG para¬ 
lela a cm y situando-se G f s^obre o traço 8 tt ? . 

0 ponto (G) e o ponto comum as duas interseções auxilia¬ 
res . 


ou 
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A seguiry operando-se de modo inteiramente análogo com um se¬ 
gundo plano horizontal auxiliar 3 ( y)no caso ò passando por B'e 
C [j obtem-se o ponto (I)y comum ãs duas novas interseções au- 
xi liares . 

Unindo-se (G)(I) tem-se a reta interseção dos dois planos da¬ 
dos e pelo ponto (M) a reta (r) paralela a (G)(I) 3 que solu¬ 
ciona o primeiro item . 

b) Sobre a reta (r) 3 toma-se o ponto (K) de cota -2 Ò que ê um 
ponto no 39 diedro 3 situando-se a projeção vertical K f so¬ 
bre o prolongamento de r' e a projeção K ; consequentemente 
sobre o prolongamento da projeção horizontal r da reta . 



Fig. 434 




































298 


PRÍNCIPE 


108, Dão-se as retas (A)(B) e (C)(D), sendo (A)(B) perpendicular ao (£ 3 ;) e (C)(D) 
paralela ao( 3p ). 

Pede-se construir os traços de dois planos paralelos conduzidos por essas retas. 
(A) [ 0 ; 1 ; 3] (B)[? ; ? ; ?] 

(C) [ 3 ; 1,5 ; 2 ] (Q [ -I ; ? ; 0 ] 

SOLUÇÃO: (fig. 435) 

Para que dois planos sejam paralelos, basta que um deles con 
tenha duas retas concorrentes paralelas ao outro. 



Fíg. 435 
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No caso pres ente , o ponto (B) é facilmente determinado porque 
sendo (A) (B) perpendicular ao ($ ) , terã que ser de perfil e 
projeções iguais em grandeza e Mentido, onde o ponto (B) e to 
mado arbitrariamente . Da reta (C)(D) não ê conhecido o afasta 
me^nto do ponto (D) mas, sendo paralela ao (3 ) } suas projeções 
sao paralelas. P 

Então, por um ponto qualquer de qualquer das retas, (B) por e 
xemplo, da reta de perfil, traça-se uma paralela ã reta(C) (Dj, 
de que resulta duas retas concorrentes em (B) e por cu¬ 
jos traços passam os traços do plano f (a) paralelo a tttt t . Be 
los traços da reta (C)(D), que são V% e H £* passam os traços 
do plano ( 6 ) paralelo ao anterior (a). 

Como verificação, se de um ponto qualquer da reta (C)(Ü),-por 
exemplo do ponto (C) - traçarmos uma reta (C)(F) paralela ã 
re*ta (A) (B) dada, os traços dessa outra reta de perfil (C)(F) 
devem se situar sobre os traços correspondentes do plo^no (3). 
Efetivamente isso ocorre, como se ve na epura, onde V 3 e H^ 
que são os traços de (C)(F) estão sobre $v'e 3tt respectivamen 
te . 


169 • Conhecidos o ponto (M) e a reta (A)(B), pede-se construir, sem utilizar tra 
ços de planos, uma reta por (M) que seja paralela ao ( 3 ) e perpendicular 

a (A)(B) 1 

(M) [ 0 ; 3 ; 4 ] 

(A) [ 1 ; 3 ; 5 ] 

(B) [ 4 ; 1 ; 0 ] 

SOLUÇÃO: (fig. 436) 

Ê suficiente traçar por (M) , um plano perpendicular a (A)(B)e 
determinar sua interseção com o v.3j). A reta que passando por 
(M) seja paralela a essa interseção, resolve o problema 
Traça-se a horizontal (M)(C), auxiliar, em que a projeção MC 
e perpendicular ã projeção AB, situando-se C r sobre a parale¬ 
la ã linha de terra traçada por M r . 

Da mesma forma traça-se afrontai (M)(D) em que a projeção M r D r 
ê perpendicular â projeção A r B f , situando-se D sobre a pg 
ralela d linha de terra traçada por M. 0 plano definido por 
essas duas auxiliares, horizontal (M)(C) e frontal (M) (D) , e 
o plano perpendicular ã reta dada, do qual entretanto, por im 
posição dos dados, nao se pode achar os traços. 

Para determinar sua interseção com <?(3 T i õ suficiente achar 
os pontos (E) e (F) que pertençam ao birss'etor considerado; as 
sim, marca-se M^ f com o mesmo afastamento de (M) e a reta de 
projeções CM, CMj õ do bissetor e que intercepta M r C r no seu 
prolongamento em E r que dã E sobre o prolongamento de MC. 
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PRfNCIPE 



Traçar por uma reta (A)(B) dois planos, sendo um perpendicular ao($j) e 
outro perpendicular ao (g^) . 

(A) [ 1 ; 2 ; 3,5 ] (B) [ 4 ; 1 ; -2 ] 


SOLUÇÃO: (fig . 437) 

Como jã se sabe, para se traçar por uma reta um plano perpen¬ 
dicular a outro, tomamos sobre (A)(B) um ponto qualquer, (A) 
por exemplo, e por ele traçamos a reta de perfil (A)(C) per¬ 
pendicular ao (p x ), ou seja, reta com segmentos iguais em gran 
deza e mesmo sentido. 
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Temos assim um plano ^definido por duas retas concorrentes 
(A)(B) e (A) (C) que é o plano (a) de traços air e our f simétri 
cos em relação à linha de terra, pois o plano (a) é perpendi¬ 
cular ao C$ x ) . 

Também pelo pontoJA), traça-se outra reta de perfil perpendi 
cular ao (Bp) ; é suficiente tomar um segmento (A)(D), com 
segmentos iguais em grandeza mas de sentidos contrários . Te¬ 
mos assim outro* plano definido pelas retas concorrentes (A)(B) 
e (A) (D), que é o plano ( 8 ) de traços em linha reta pois é 
perpendicular o.o (3 ). 



Fig. 437 
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PRÍNCIPE 


171 • Dá-se um plano definido pela reta de máximo declive (A)(B) e outro definido 
pelas retas (C)(D) e (D)(E) . Pede-se: 

a) as projeções da reta que, contida no plano definido pela 
reta (A)(B), passa pelo ponto (F) da reta (A)(B) e e para¬ 
lela ao plano das retas (C)(D) e (D)(E). (Operar sem deter 
minar traços de planos); 

b) em outra êpura, dar os traços do plano que contendo a 
reta (A)(B), é perpendicular ao plano das retas (C)(D) e 
(D)(E). 


SOLUÇÃO: (fig. 


(A) 

i—i 

CO 

o 

i_i 

(D) 

[ 8 ; 1,5 ; 3 ] 

(B) 

[5;1;3] 

(E) 

[ 10 ; 1 ; 0] 

(C) 

[7; 3 ; 1] 

(F) 

[3; ? ; ?] 

4 38 e 

4Z9) 
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Item a : (fig. 438) 

Sendo uma reta paralela a um plano quando for paralela a uma 
reta desse plano 3 dete^rmina—se a interseção dos planos defi¬ 
nidos pela reta de máximo deolive e pelas retas concorrentes. 
Toda reta que for paralela a essa interseção 3 será paralela 
ao plano das retas (C)(D) e (D)(E). 

Então 3 com auxilio dos planos horizontais auxiliares (ot) 
determina-se a interseção já mencionada 3 que é a reza (I)(li)• 
pelo ponto (F), traça-se a reta (r) paralela a (DCli). que 1 e 
a solução . 



Item b : (fig. 439) 

Sendo um plano perpendicular a outro quando contem uma reta 
que lhe seja perpendicular y basta traçar por um ponto qual¬ 
quer de (A) (B)j uma reta perpendicular ao plano das retas 
(C)(D) e (D)lE). As duas retas assim concorrentes definirãoum 
plano e que soluciona a questão. 
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PRÍNCIPE 


Traça-se então uma horizontal (C)(G) e uma frontal (E)(M) do 
plano das retas (C)(D) e (D)(E). Pelo ponto (F) dado, sobre 
(A)(B), traça-se -uma reta perpendicular ao plano dasjretas,ou 
seja, projeção horizontal FVj perpendicular ã projeção de mee 
mo nome CG, e projeção vertical F'Vi perpendicular a proje¬ 
ção de mesmo nome M f E f . 0 plano Caí que passar pelos traços 
das duas retas (A)(B) e (F)(V 1 ), soluciona o problema, v^sto 
conter (A)(B) e ser perpendicular ao plano (C)(D) (E ). 


172 • Traçar uma reta qualquer que se apoie em duas retas dadas (A)(B) e (A)(C) 
possue cota e afastamento de todos os seus pontos na relação 1/2. 

(A) [ 2,5 ; 5 ; 4 ] 

(B) [ 0 ; 3 ; 1 ] 

(C) [ 5,5 ; 5,5 ; 2] 


SOLUÇÃO: (fig. 440) 

A reta pedida tem que estar contida em um plano tt tt ' JO ondt 
o ponto (D) deve possuir cota e afastamento na relaçao dada . 
Devendo a reta pedida ap oi ar-se em (A) (B) e (A) (C), a retas^ 
lução serã obtida unindo-se os pontos em que (A)(B) e (A) (C 
furam o plano tt tt t (D). 

Traça-se um plano auxiliar (a) , perfil e sobre ele, arbv^ 
trariamente, um ponto (D) r.a relaçao dada jde afastamento i- 
gualda duas vezes a cota . A reta (T)(Dj) e a interseção doplu* 
no (a ) de perfil, com o plano definido pela linha de terra e 
ponto (D) . 

Efetuando-se o rebatimento , tem-se em (Mj) e (Nj) os pontoson 
de (T)(Dj) intercepta as retas (Aj)(B^) & (Aj^tCj) os^ quais, 
desfeito ò rebatimento , fornecem M f sobre A r B r que dã M sobre 
AB e N* sobre A } C* que dã N sobre AC. Uniçido-se ess^es dois pon 
tos, tem-se na reta (M)(N) a solução, cujas jprojeçoes são MN, 
M T N f onde qualquer. ponto dela esta na relação aoida. 
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dLTr 


Ffg.440 
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PRÍNCIPE 


§ Exercícios propostos 


Determinar as projeções de um ponto simétrico de um ponto (A): 

a) em relação ao plano( tt ); 

b) em relação ao( (3 ). 



Determinar um ponto simétrico do ponto (A) em relação ò linha de terra. 


(A) [ o ; 2 ; 3 


III • Conhecidas as projeções de um ponto (A), pede-se: 

a) determinar as projeções de seu simétrico em relação à linha 
de terra; 

b) determinar as projeções de seus simétricos em relação aos 
planos bissetores. 

(A) [ 4 ; 2 ; 3 ] 


IV • 


Sobre a reta (A)(B), determinar um ponto de afastamento igual ao dobro da co 


(A) [ 2 ; 4 ; 1 ] 

(B) [ 8 ; 1,5 ; 4,5 ] 


V • Determinar uma reta frontohorizontal distante duas unidades do plano (tt 1 )e 
que pertença ao plano paralelo à linha de terra que contém a reta (C)(D). 

(C) [ 3 ; I ; 3 ] 

(D) [ 5 ; 3 ; 0 ] 


VI • Determinar uma reta que contenha o ponto (A) e que seja paralela a reta 

<B,(CK W [1,2,3] 

(B) [ 6 ; 3 ; -2 ] 

(C) [ 6 ; -4 ; 3 ] 
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VII • 


VIII • 


IX • 


X • 


XI • 


XII • 


Determinar os traços da reta (A)(B) e as projeções de um ponto (C) sabendo-se 
que ele pertence à reta. 

(A) [ 2 ; -3 ; 0 ] 

(B) [ 2 ; 3 ; 4 ] 

(C) [ 2 ; ? ; ? ] 

Achar os traços do plano definido pelas retas (A)(B) e (C)(D). Explicar o re- 
su I tado. 

(A) [ 3 ; 1,5 ; 4] (C) [ 3 ; -4 ; , 5 ] 

(B) [ 6 ; 4,5 ; 2] (D) [ 6 ; -2 ; -4,5 ] 


Construir uma reta que encontre duas outras (A)(B) e (C)(D) e que tenha as co 
tas e afastamentos de todos os seus pontos, na relação 2 / 5 . 


(A) [ 1 ; 2,5 ; 0,5] (C) [ 6 ; 3 ; 1,5] 

ÍB) [ 4 ; 0,5 ; 2 ] (D) [ 5 ; 1 ; 3,5] 


Determinar a reta 


(C)(D). 


(A) 

(B) 

(C) 


que passando pelo ponto 

[ o ; 2 ; 2 ] 

[ 2 ; 5 ; 3] 

[3;i;2] 


(E), encontre as retas (A)(B) 

(D) [ 7 ; 1 ; 2 ] 

(E) [ 4 ; 3 ; -1 ] 


e 


Determinar uma reta (A)(B) que seja 
plano definido pela linha de terra e 


paralela ao ( 3 
o ponto (M) ^ 


) 


e o seu traço sobre 


(A) [ 2 ; 2 ; 3] 

(B) [ 5 ; ? ; 5 ] 
(M) [ 8 ; 1 ; 2 ] 


O 


Traçar por um ponto dado (M) uma reta que passe pelo ponto de concur¬ 
so de duas retas dadas (A)(B) e (C)(D), sabendo-se que esse ponto está si¬ 
tuado fora dos limites da épura. 

(A) [ 5 ; 1,5 ; 4] (D) [ 11 ; 5 ; 1 ] 

(B) [ 5 ; 4 ; 1 ] (M) [ 7 ; 4 ; 2,5] 

(C) [ 8 ; 2 ; 4 ] 
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PRÍNCIPE 


XIII • Traçar uma reta que, além de se apoiar em dua* outras dadas (A)(B) e (C)(D), 

encontre a linha de terra, e possui as cota e os afastamentos de todos os seus 
pontos, na relação 3/5. 

(A) [ 2 ; 1 ; 3 ] (C) [ 6 ; 1 ; 2 ] 

(B) [5; 3; 1] (D) [ 10 ; 3; 2] 

XIV • Sendo dadas as retas (A)(B) e (C)(D) cujas projeções de nomes contrários 

coincidem, pede-se: 

a) mostrar que elas são simétricas em relação ao(g^); 

b) os traços do plano definido pelas retas. 

(A) [ 2 ; 2 ; 0 ] (C) [ 2 ; 0 ; -2 ] 

(B) [ 6 ; 0,5 ; 4] (D) [ 6 ; -4 ; -0,5 ] 


XV • Conhecida a projeção horizontal da reta (A)(B) assim como a projeção ver 
tical do ponto (B), determinar a projeção vertical da reta (A)(B), sabendo-se 
que (A)(B) é paralela ao plano tttt 1 (M) 

(A) [ 6 ; 1 ; ? ] 

(B) [ 9 ; 3 ; 4 ] 

(M) [ 4 ; 2,5 ; 2 ] 


XVI • Dão-se dois pianos, sendo um definido pela linha de terra e o ponto (M) e 
o outro, vertical que contém a reta (A)(B). Pede-se construir uma reta que 
seja paralela a esses dois planos e se apoie em duas retas dadas (C)(D) e (E)(F). 


(M) 

[ 10 ; 3 ; 2] 

(D) 

[4; 2 ; 0] 

(A) 

[ 7 ; 1 ; 2] 

(E) 

[ 14 ; 2 ; 1 ] 

(B) 

1 - 1 

CN 

CS 

1_1 

(F) 

[ 16 ; 0 ; 0] 

(C) 

[ 2 ; 0 ; 2 ] 




XVII • Determinar o traço horizontal de um plano, conhecendo-se o seu traço ver 
tical paralelo 'a linha de terra e de cota igual a 2 e um ponto (A) do pia 

(A) [ 0 ; 1,5; 1 J 


no. 
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XVIJI • Dado um plano (a) que contêm o ponto (T) pede-se: 

a) uma reta de máximo declive do plano que passa por um pon 
to (M) do plano; 

b) sobre a reta de máximo declive do item anterior,determinar 
um ponto de cota negativa e afastamento positivo, dizendo 
quais os diedros atravessados pela mesma; 

c) um ponto do plano(a)de cota igual a 5 e afastamento i- 


gual a 6 cm. 

^ . 

(M) [ 4 ; 2 ; ? ] 

air' = 1359 

(T) [ 5 ; 0 ; 0 ] 

A 

a 7 r = -70? 


XIX • Determinar a interseção de um plano definido pelos pontos (A), (B) e (C) 
com o definido pela linha de terra e o ponto (M) 

(A) [ 5 ; 0 ; 1 ] (C) [ 9 ; 0 ; 4 ] 

(B) [ 6,5 ; 3 ; 2 ] (M) [ 12 ; 2,5 ; 3,5] 


XX • Dado um plano definido pela sua reta de máximo declive (A)(B), pede-se 
determinar sua interseção: 

a) com o plano definido pelos pontos (C), (D) e (E); 

b) com o plano tt tt 1 (M). 

(A) [ 0 ; 3 ; 0] (D) [ 10 ; 4 ; 4] 

(B) [ 2 ; 1 ; 2] (E) [ 13 ; 2 ; -3] 

(C) [ 7 ; 1 ; 2 ] (M) [ -2 ; 3 ; 2 ] 


XXI • Em épuras distintas, determinar a interseção do plano (a) que contêm 
ponto (J) com cada um dos seguintes planos: 

a) frontal de afastamento 4; 

b) horizontal de cota 5; 

c) de topo que contém os pontos (A) e (T) 

(J) [ 9 ; 0 ; 0 ] a 7T T = 1509 

(A) [ 2 ; 0 ; 3] = -60? 

(D [ 4 ; 0 ; 0] 
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PRÍNCIPE 


XXII • -Dado um plano definido pela sua reta de máximo declive (A)(B), pede-se: 

a) os traços do plano; 

b) uma horizontal desse plano de cota negativa, igual a -3; 

c) os traços de um plano que, passando pelo ponto (M), seja 
perpendicular ao plano dado e contenha uma paralela a 

(A)(B) passando por (M). 

(A) [4 ; 1,5 ; 0,5] 

(B) [ 6 ; 0,5 ; 3] 

(M) [ 10 ; 2 ; 2] 


XXIII • São dados dois planos: um, definido pela reta de máximo declive (A)(B) e ou 
tro, representado pelas retas (C)(D) e (D)(E). 

a) as projeções de uma reta que, contida no plano definido 
por (A)(B), passe pelo ponto (F) de (A)(B) e seja paralela 
ao plano das retas (C)(D) e (D)(E). (Operar sem recorrer 
aos traços dos planos); 

b) determinar, em outra épura, as projeções do ponto em que 

a reta encontrada no item anterior, furão ( B-j-) , as¬ 

sim como as projeções de outro ponto da referida reta, cu¬ 
ja cota e afastamento estejam na relação 2/3. 

(A) [4 ; 3 ; 0] (D) [ 16 ; 1 ; 3] 

(B) [ 9 ; -1 ; 3^ (E) [ 17 ; 2 ; 0] 

(C) [ 15 ; 3 ; 1 ] (F) [ 6 ; ? ; ?] 


XXIV • Por uma reta (A)(B), traçar um plano perpendicular a um plano determinado pe 
la linha de terra e o ponto (C). Achar a interserseção dos dois planos. 

(A) [ 0 ; 2 ,3,5] 

(B) [ -2 ; 1,5 ; 3] 

(C) [ 0 ; 4 ; 2,5] 


XXV • Por uma reta (A)(B), traçar um plano perpendicular ao plano tt tt f (M). 

(A) [ 3 ; 1,5 ; 2] 

(B) [ 6 ; 3 ; 4] 

(M) [ 6 ; 4 ; 2] 
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XXVI • Por uma reta (A)(B), traçar um plano perpendicular ao plano de perfil (a) , 
que contém o ponto (K). 

(A) [ 1 ; 3 ; 4 ] 

(B) [4 ; 0,5 ; 7] 

(K) [ 5 ; 0 ; 0 ] 


XXVII • Achar o traço da fronto horizontal que contém o ponto (A), no plano definido 
pelos pontos (B), (C) e (D). 


(A) [ 2 ; 2 ; 4 ] (C) [ 9 ; 4 ; 6 ] 

(B) [ 3 ; 1 ; 2 ] (D) [ 7 ; 0 ; 2 ] 


XXVIII • Dados, o plano (a) que contém o ponto (J) e é perpendicular ao( 6 p ) 
reta (A)(B) paralela ao ( 6 p) , determinar o traço da reta no plano. 


(J) 

A) 


[ 5 ; 0 ; 0] 

[ 2 ; 3 ; 4 1 


(B) [ 8 ; ? ; 1 ] 


a ti 1 = 30? 


XXIX • Achar a interseção de uma reta (A)(B) com o plano(a )paralelo ò linha detejr 
ra * (A 4 ; 1 ; 4 ] OtT t 1 = 5 

(B) 7 /5 ; 0 ; 2,5] a* = 2,5 


XXX • Por um ponto (hÁ) de jma reta de perfil (A)(B), traçar uma horizontal que en 
contre o plano vertical a 3 cm do ponto (A) 

(M) [ 4 ; ? ; 1,5] 

(A) [4 ; 0 ; 3,5] 

(B) [ ? ; -0,5 ; 2,5] 
















